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فضای ریاضی، برخلاف آنچه در نگاه نخست ممکن است به نظر برسد، تنها شامل اعداد و محاسبات  

دهد که بتوان  میای نمایش  ای است که مفاهیم مجرد را به گونهخشک نیست؛ بلکه بستر پیچیده

های بنیادی این علم، توپولوژی  رفتار اشیاء را در قالب رابطه و ساختار بررسی کرد. یکی از شاخه

ها و توابع را با تمرکز بر پردازد و روابط میان نقاط، مجموعهاست که به بررسی خواص فضاها می

تحلیل می پیوستگی  و  نزدیکی  انتزاعیمفهوم  علیرغم ظاهر  توپولوژی،  از  کند.  بسیاری  در  اش، 

های ریاضیات و حتی علوم کاربردی، از جمله فیزیک، مهندسی و علوم داده، کاربرد مستقیم  شاخه

 .دارد

های باز، که  های باز و بسته دقت کنیم. مجموعهبرای درک توپولوژی، باید ابتدا به مفهوم مجموعه

دهند، تصاویری از »مناطق بدون مرز مشخص« در  به نوعی قلب ساختار توپولوژیک را تشکیل می

ای  نامیم، به این معناست که برای هر نقطهای را باز میفضای مورد نظر هستند. وقتی ما مجموعه

توان همسایگی کوچکی پیدا کرد که به طور کامل در همان مجموعه جای بگیرد. درون آن، می

 .تر استترین سنگ بنا برای تعریف پیوستگی و سایر مفاهیم پیشرفتهایاین ویژگی، پایه

اساسی در تحلیل محدودیتهای بسته، که مکمل مجموعهمجموعه باز هستند، نقش  ها و  های 

ها اهمیت دارد، بلکه  ها، نه تنها در بررسی نقاط حدی و تقاطعمرزها دارند. بسته بودن مجموعه

در تعاریف فشردگی و فشردگی موضعی نیز بنیادین است. وقتی فضایی فشرده است، به نوعی همه 

نهایت گسترش یابد. فشردگی مفهومی است که به تواند به بیگرا« است و نمیچیز در آن »درون

های واقعی مرتبط  سازی پدیدهها و مدلطور مستقیم با کاربردهای عملی در تحلیل رفتار سیستم

 .شودمی

تغییرات   که  است  پیوسته  زمانی  تابع  یک  است.  کلیدی  مفاهیم  از  دیگر  یکی  توابع،  پیوستگی 

ترین شرط برای  ایها شود. این ایده، پایهها باعث تغییرات کوچک در خروجیکوچک در ورودی

توان  ها و تحلیل روندها در ریاضیات و علوم تجربی است. بدون این مفهوم، نمیبررسی رفتار سیستم

 .ها ارائه کردهای دقیقی درباره سیستمبینیپیش

نمونهگروه توپولوژیک،  و  جبری  ساختار  از  ترکیبی  توپولوژیک،  انتزاعی  های  زیبایی  از  بارز  ای 

ها، هم ساختار گروهی برقرار است و هم خواص توپولوژیک رعایت ریاضیات هستند. در این گروه
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وارونمی و  به طوری که ضرب  پیوستگی همشود،  مفهوم  با  در گروه  نقاط  زمان سازگار  پذیری 

 .های پیچیده کاربرد فراوان داردسازیها و مدلباشند. این ترکیب، در تحلیل تقارن

نقطه حدیهمسایگی میها،  کمک  ما  به  که  هستند  ابزارهایی  مرتبط،  مفاهیم  سایر  و  کنند  ها 

به یک   نزدیک  از »محدوده  بهتر درک کنیم. همسایگی، تصویری ذهنی  را  فضا  ساختار درونی 

ها  دهد، در حالی که نقطه حدی، نوعی حضور نامرئی و حساس در مرزهای مجموعهنقطه« ارائه می

کنند  خصوص در مطالعه پیوستگی و فشردگی، اهمیت پیدا میدهد. این مفاهیم، بهرا نمایش می

 .تر توپولوژی هستندای برای مفاهیم پیشرفتهو پایه

های دقیق و رسمی  با مرور این مفاهیم مقدماتی، خواننده آماده خواهد شد تا وارد بخش تعریف 

شود، جایی که مفاهیم باز، بسته، تابع پیوسته، گروه توپولوژیک، همسایگی، فشردگی، نقطه حدی  

تر ای برای مطالعه پیشرفتهشوند و پایهو فشردگی موضعی به صورت کاملاً ریاضیاتی معرفی می

آورند. این مقدمه، علاوه بر فراهم کردن چارچوب مفهومی، قصد دارد ذهن توپولوژی فراهم می

خواننده را برای درک اهمیت و کاربرد هر تعریف آماده کند و نشان دهد که هر مفهوم چه جایگاه  

 .و نقشی در ساختار کلی فضای توپولوژیک دارد
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این   سراسر  مجموعه  ℝ  فصلدر  و را  حقیقی  اعداد  مجموعه   ℤی  ورا  صحیح  اعداد  را    ℕ ی 

  گیریم.ی اعداد مختلط در نظر میرا مجموعه Ȼی اعداد طبیعی و  مجموعه

 ها و فضای توپولوژیک گروه .۱

نامیم هرگاه برای هر  یک گروه می  ∗دوتایی    را تحت عمل     𝐺 ی ناتهی مجموعه  :  01-1تعریف

𝑎, 𝑏, 𝑐 در 𝐺    : داشته باشیم 

𝑎       الف( ∗ (𝑏 ∗ 𝑐) = (𝑎 ∗ 𝑏) ∗ 𝑐 

𝑒∃ب(   ∈ 𝐺   𝑠. 𝑡   ∀𝑎 ∈ 𝐺   𝑎 ∗ 𝑒 = 𝑎 = 𝑒 ∗ 𝑎 

𝑎∀پ(   ∈ 𝐺   ∃𝑎−۱ ∈ 𝐺  𝑠. 𝑡  𝑎 ∗ 𝑎−۱ = 𝑒 = 𝑎−۱ ∗ 𝑎 

𝜏در نظر بگیرید.  را  𝑋ی ناتهی  : مجموعه 02-1تعریف ⊆ 𝑃(𝑋). 𝑃(𝑋) ≔ {𝑌;  𝑌 ⊆ 𝑋 }   را یک

 نامیم هرگاه می𝑋 توپولوژی بر 

,𝑋الف(   ∅ ∈ τ 

𝑖=۱{𝐴𝑖}ی  ب( برای هر خانواده
𝑚   که𝐴۱, … , 𝐴𝑚 ∈ τ      داشته باشیم ،⋂ 𝐴𝑖

𝑚
𝑖=۱  ∈ τ 

𝛼گاه برای هر  ی اندیس دلخواه باشد آنیک مجموعه  𝐷پ( اگر   ∈ 𝐷   و𝐴𝛼 ∈ τ    داشته باشیم

⋃ 𝐴𝛼𝛼∈𝐷 ∈ τ 
,𝑋)در این صورت   τ) شود. یک فضای توپولوژیک نامیده می 

,𝑋): فرض کنید که   03-1تعریف  𝜏)    یک فضای توپولوژیک باشد. زیرمجموعه ای از𝑋   مانند𝐴  

𝐴𝐶بسته است هرگاه   𝑋در     𝐴باشد.   𝜏باز است اگر متعلق به   = 𝑋 − 𝐴   در𝜏 .باشد 

,𝑋): فرض کنید که    04-1تعریف   𝜏)     و(𝑌, Ƥ)    دو فضای توپولوژیک باشند و𝑓    یک تابع از𝑋  

 باشد.  𝑌 به

𝑓 نامیم هرگاه تصویر وارون هر بازی تحت را یک تابع پیوسته می𝑓  در 𝑋   باز باشد یعنی 

∀𝐵 ∈ Ƥ      𝑓−۱(B) ∈ 𝜏. 
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,𝐺)یک گروه و     (∗,𝐺)فرض کنید که    :   05-1تعریف   𝜏)  .گروه    یک فضای توپولوژیک باشد𝐺  

 یک گروه توپولوژیک است هرگاه دو نگاشت 

∗: 𝐺 × 𝐺 ⟶ 𝐺   𝑠. 𝑡   ∗ (𝑎, 𝑏) = 𝑎 ∗ 𝑏 
. : 𝐺 ⟶ 𝐺     𝑠. 𝑡      . ( 𝑎) = 𝑎−۱ 

 پیوسته باشند. 

,𝑋): فرض کنید که    06-1تعریف   𝜏)  یک فضای توپولوژیک  ،  𝑎 ∈ X    و 𝑈  ی  زیرمجموعه𝑋    .باشد

𝑈   را یک همسایگی𝑎 ی بازی مانند  نامیم هرگاه مجموعهمی𝐵 ∈ 𝜏   چنان وجود داشته باشد که 

𝑎 ∈ 𝐵 ⊆ 𝑈. 

,𝑋): فرض کنید که    07-1تعریف   𝜏)  یک فضای توپولوژیک و 𝐴  ی  زیر مجموعه𝑋    .باشد𝐴    را

را    𝐴یک زیر پوشش متناهی وجود داشته باشد که    𝐴نامیم هرگاه برای هر پوشش باز  فشرده می

 بپوشاند.

,𝑋): فرض کنید که    08-1تعریف   𝜏)   یک فضای توپولوژیک و 𝐴  ی  زیر مجموعه𝑋    باشد. بستار

𝐴   را با علامت𝐴̅  کنیم:  دهیم و تعریف مینشان می 

𝐴̅ =∩ 𝐵  
   شود.گرفته می 𝐴ی شامل  های بستهاشتراک بر مجموعهکه  

,𝑋): فرض کنید که    09-1تعریف   𝜏)     یک فضای توپولوژیک باشد و𝐴  یزیرمجموعه .𝑋   𝑎 ∈ 𝐴  

 را درنقطه ای غیر از    𝐵    ،𝐴مانند    𝑎گوییم هرگاه هر همسایگی باز  می  𝐴ی حدی  را یک نقطه

𝑎.قطع کند 

∀𝐵 ∈ 𝜏   𝑎 ∈ 𝐵  ⟹  𝐵 ∩ 𝐴 − {𝑎} ≠ ∅. 

,𝑋)فرض کنید که     : 10- 1تعریف   𝜏)  ی موضعی  یک فضای توپولوژیک باشد. این فضا را فشرده

 یک همسایگی با بستار فشرده وجود داشته باشد.  𝑋نامیم هرگاه حول هر نقطه از  می



 های برلینگ های تعمیم یافته میانگین پذیری از جبر ویژگی ۱۲

 

 ها فضای اندازه و اندازه .۲

- σرا یک     𝑃(𝑋)ی  زیر مجموعه  ɱی ناتهی باشد.  یک مجموعه  𝑋فرض کنید که    :  11- 1تعریف  

 نامیم هرگاه  می 𝑋بر روی  ج

,𝑋  الف( ∅ ∈ ɱ  

𝐴 اگر   ب( ∈ ɱ گاهنآ  𝐴𝐶 ∈ ɱ 

 تحت اجتماع هر تعداد شمارا از اعضای خودش بسته باشد: ɱ پ(

∀𝑖 ∈ ℕ  𝐴𝑖 ∈ ɱ ⟹  ⋃ 𝐴𝑖

∞

𝑖=۱

∈ ɱ. 

,𝑋)در این صورت   ɱ) .یک فضای اندازه پذیرنام دارد 

,𝑋)فرض کنید که    :  12-1تعریف   ɱ)    یک فضای اندازه پذیر باشد. در این صورت هر زیرمجموعه

𝐵که   𝐵مانند   𝑋ای از   ∈ ɱ ی اندازه پذیر است. باشد یک مجموعه 

,𝑋): فرض کنید که    13-1تعریف ɱ)    یک فضای اندازه پذیر باشد. در این صورت تابع مجموعه

:𝜇  ای  ɱ ⟶ [0,  نامیم هرگاه  می ɱجبر  -σی مثبت بررا یک اندازه   [∞+

𝑖=۱{𝐴𝑖}مثل    ɱی شمارا و دو به دو مجزا از اعضای  برای هر خانواده
   ، داشته باشیم:∞

𝐵∃الف(   ∈ ɱ  𝑠. 𝑡  µ(𝐵) < ∞ 

µ(⨃𝑖=۱ب(  
∞ 𝐴𝑖) =  ∑ µ(𝐴𝑖)

∞
𝑖=۱ 

,𝑋)در این حالت سه تایی   ɱ, 𝜇) .یک فضای اندازه نام دارد 

,𝑋) : فرض کنید که    14- 1تعریف   ɱ)  اندازه پذیر و ,𝑌)یک فضای  𝜏)    یک فضای توپولوژیک

:𝑓باشد و   𝑋 ⟶ 𝑌  ی بازی مانند  یک تابع باشد که برای هر مجموعه𝑉   در 𝑌    تصویر وارون𝑉    تحت

𝑓 ی اندازه پذیر باشد. در این صورت  یک مجموعه𝑓 شود. یک تابع اندازه پذیر نامیده می 
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یک گروه توپولوژیک باشد که به عنوان یک فضای توپولوژی    𝐺: فرض کنید که    15-1تعریف  

 ی موضعی است. یک گروه فشرده 𝐺ی موضعی است. در این صورت  فشرده

,𝑋): فرض کنید که    16-1تعریف   ɱ)    .یک فضای اندازه پذیر باشدɱ    را یکσ-  جبر بورل𝑋  

 باشد.  𝑋های باز  جبری باشد که شامل تمام مجموعه-σنامیم هرگاه کوچکترین  می

,𝑋): فرض کنید که    17- 1تعریف   ɱ)    یک فضای اندازه پذیر وɱ    کوچکترینσ-  جبر بر𝑋    شامل

𝐵که    𝐵مانند    𝑋های باز باشد. در این صورت  هر زیرمجموعه ای از  مجموعه ∈ ɱ  ی  یک مجموعه

 بورل اندازه پذیر نام دارد. 

,𝑋): فرض کنید که    18- 1تعریف   ɱ)    یک فضای اندازه پذیر باσ-  جبر بورلɱ    باشد و فرض

,𝑌) کنید که   𝜏) یک فضای توپولوژیک و𝑓: 𝑋 ⟶ 𝑌   یک تابع اندازه پذیر باشد. در این صورت𝑓 

 یک تابع بورل اندازه پذیر است. 

,𝑋): فرض کنید که   19- 1تعریف   ɱ, 𝜇)  یک فضای اندازه باشد. در این صورت 

𝜇  منظم بیرونی است هرگاه برای هر𝐸 ∈ ɱ   

𝜇(𝐸) = 𝑖𝑛𝑓
𝐵⊇𝐸,𝐵 باز

𝜇(𝐵) 

𝜇  منظم درونی است هرگاه برای هر𝐸 ∈ ɱ 

𝜇(𝐸) = 𝑠𝑢𝑝
𝐾⊆𝐸,𝐾فشرده

𝜇(𝐾) 

   نامیم هرگاه منظم بیرونی و منظم درونی باشد. را منظم می 𝜇ی  و  اندازه

,𝐺): فرض کنید که    20-1تعریف   ɱ, Ɵ)  ی منظم   یک فضای اندازه با اندازهƟ     و𝐺    یک گروه

 ی موضعی باشد. اکنون اگر توپولوژیک فشرده

Ɵ(𝐴)  داریم   𝐴  مانند  𝐺ی باز  الف( برای هر زیرمجموعه > 0.     

 بر آن متناهی باشد.   Ɵی چنان وجود داشته باشد که اندازه  𝐺از    𝐾ی بازی مانند ب( زیر مجموعه
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 متناهی باشد. 𝑈ی  اندازه 𝑈مانند   𝐺ی  ی فشردهپ( برای هر زیر مجموعه

𝐵که    𝐺از    𝐵 ت( برای هر زیر مجموعه ای مانند   ∈ ɱ    و برای هر عضو دلخواه مانند𝑥    از𝐺  

 داشته باشیم:  

Ɵ(𝑥. 𝐵) = Ɵ(𝐵)  
ی هار چپ  یا اندازه  𝐺ی هار چپ برای گروه  را اندازه  Ɵگاه  یعنی تحت انتقال چپ پایا باشد، آن

 نامیم.می ɱروی  

ی موضعی یک اندازه هار چپ وجود دارد و یکتاست تا ضریب ر هر گروه فشردهب :1-1قضیه  

 .ثابت

 .هر وزن همواره با یک وزن پیوسته معادل است :2-1قضیه 

 ها و فضای برداری ها، میدانحلقه .۳

باشد.    𝜆ی هار چپ  ی موضعی با اندازهیک گروه توپولوژیک فشرده  𝐺: فرض کنید    21- 1تعریف

 نامیم هرگاه  را یک وزن می 𝜔تابع بورل اندازه پذیر  

𝜔: 𝐺 ⟶ (0, +∞)    𝑠. 𝑡 
,𝑎∀الف(   𝑏 ∈ 𝐺      𝜔(𝑎𝑏) ≤ 𝜔(𝑎)𝜔(𝑏) 

𝐾  اگرب(  ⊆ 𝐺  گاهفشرده باشد، آن ، 

∃𝑚 ∈ ℕ  𝑠. 𝑡 ∀𝑎 ∈ 𝐾  𝜔(𝑎) < 𝑚.  

   : مثال هایی از وزن

(𝐺,∗) = (ℝ − {0}, . )   𝑓: 𝐺 ⟶ (0, +∞)    𝑠. 𝑡     𝑓(𝑥) = |𝑥| 
𝑓(𝑥. 𝑦) = |𝑥. 𝑦| ≤ |𝑥||𝑦| = 𝑓(𝑥)𝑓(𝑦). 

𝐴گاه  باشد، آن  ℝ\{0}ای از  ی فشردهزیر مجموعه  𝐴اگر   ⊆ ℝ\{0}    و 𝐴    به عنوان یک مجموعه

𝑓(𝐴)دار است و چون بسته و کران = |𝐴|     و|𝐴| دار است پس  کران𝑓   نیز بر𝐴 دار است. کران 

(𝐺,∗) = (ℝ, +)     𝜔: 𝐺 ⟶ (0, +∞)     𝑠. 𝑡  𝜔(𝑥) = 𝑒𝑥 

𝜔(𝑥 + 𝑦) = 𝑒𝑥+𝑦 = 𝑒𝑥𝑒𝑦 = 𝜔(𝑥)𝜔(𝑦). 
𝜔: 𝐺 ⟶ (0, +∞)       𝑠. 𝑡   𝜔(𝑎) = ۱     𝜔(𝑎𝑏) = ۱ = ۱ × ۱ = 𝜔(𝑎)𝜔(𝑏). 
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𝑀نامیم هرگاه دو عدد  را معادل می𝜔 𝜆 و : دو وزن    22- 1تعریف   > 𝑚 و  0 > چنان یافت    0

 شود که  

𝑚𝜔(𝑥) ≤ 𝜆(𝑥) ≤ 𝑀𝜔(𝑥)  (𝑥 ∈ 𝐺).     
 آمده است.  ]7[ی زیر در مرجع اثبات قضیه

 ی موضعی باشد. در این صورت:یک گروه فشرده 𝐺: فرض کنید که  23- 1تعریف  

𝐶00(𝐺) ≔ {𝑓 ; :𝑓پیوسته  𝐺 ⟶ Ȼ 𝑠. 𝑡 𝑠𝑢𝑝𝑝𝑓 فشرده }   ;   𝑠𝑢𝑝𝑝𝑓 = {𝑥 ;  |𝑓(𝑥)| ≠ 0}̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

𝐶0(𝐺) ≔ {𝑓; :𝑓پیوسته  𝐺 ⟶ Ȼ  ∀𝜀 > 0 ∃𝐾 ⊆ 𝐺  ∀𝑎 ∈ 𝐾𝑐   |𝑓(𝑎)| < 𝜀 }  

𝐶0(𝐺, 𝜔) ≔ {𝑓; 𝜔𝑓 ∈ 𝐶0(𝐺)} 
𝐶0(𝐺,

۱
𝜔

)  ≔ {𝑓;   𝑓/𝜔 ∈ 𝐶0(𝐺)}     

 هر وزن همواره با یک وزن پیوسته معادل است. : 2- 1یقضیه 

: بر گروه فشرده  𝜇فرض کنید که    برهان  تابع وزن  باشد همسایگی متقارن    𝐺ی موضعی  یک 

𝑓نماییم. و  اختیار می   𝑒 را از  𝐶 یفشرده ∈ 𝐶00(𝐺)  نماییم به طوری که را اختیار می𝑠𝑢𝑝𝑝𝑓 ⊂

𝐶    و∫ 𝑓 = ۱⬚

𝐺
𝑠𝑢𝑝ی  باشد. مجموعه  

𝑥∈𝐶
𝜇(𝑥) = 𝑀  ]  𝑀    متناهی است زیرا𝜇   کران دار موضعی

𝑊کنیم  . تعریف می]است = 𝑓 ∗ 𝜇 در این صورت . 

𝑀−۱𝜇(𝑥) ≤ 𝑊(𝑥) ≤ 𝑀𝜇(𝑥) 
 و در واقع 

𝑊(𝑥) ≤ ∫ 𝑓(𝑦)𝜇(𝑦−۱)𝜇(𝑥)𝑑𝑦 ≤ 𝑀𝜇(𝑥)
⬚

𝐺
. 

 در حالی که از طرف دیگر  

𝜇(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑦)𝜇(𝑥) 𝑑𝑦 ≤ ∫ 𝑓(𝑦)𝜇(𝑦−۱)𝜇(𝑦−۱𝑥) 𝑑𝑦 ≤ 
⬚

𝐺
𝑀𝑊(𝑥)

⬚

𝐺
. 

 آوریم  به دست می 

𝑊(𝑎𝑏) ≤ 𝑀𝜇(𝑎𝑏) ≤ 𝑀𝜇(𝑎)𝜇(𝑏) ≤ 𝑀𝑀𝑊(𝑎)𝑀𝑊(𝑏) = 𝑀۳𝑊(𝑎)𝑊(𝑏) 
می 𝜔دهیم  قرار  = 𝑀۳𝑊    صورت این  می  𝜔در  دست  به  است.  پیوسته  وزن  تابع  آید     یک 

𝑀۲𝜇 ≤ 𝜔 ≤ 𝑀4𝜇  به این ترتیب برای وزن .𝜇 ای مانند  وزن پیوسته𝜔   وجود دارد به طوری که

𝜇 , 𝜔  .با یکدیگر معادل باشند 
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 هر تابعی که بردش متناهی باشد یک تابع ساده است. : 24- 1تعریف  

,𝑋): فرض کنید که   25- 1تعریف   ɱ, μ)  یک فضای اندازه باشد و 

𝑠: 𝑋 ⟶ [0, +∞)     𝑠. 𝑡     𝑠(𝑥) = ∑ 𝛼𝑖χEi
(x)𝑘

𝑖=۱  
را به صورت    𝐸مانند    𝑋ی اندازه پذیر باشد. انتگرال لبگ را بر زیر مجموعه ای از  یک تابع ساده

 کنیم:  زیر تعریف می

∫ 𝑠𝑑𝜇 = ∑ 𝛼𝑖𝜇(𝐸 ∩ 𝐸𝑖)∞
𝑖=۱ .

⬚

𝐸
   

چنان 𝑠𝑛 پذیر  ی توابع ساده اندازهدنبالهپذیر نامنفی باشد ،  تابع اندازه  𝑓هرگاه     :  3-1  یه قضی

0داریم   𝑛وجود دارند که برای هر   ≤ 𝑠𝑛 ≤ 𝑓 .   

,𝑋): فرض کنید که    26- 1تعریف ɱ, 𝜇)    یک فضای اندازه باشد. و𝑓: 𝑋 ⟶ [0, یک تابع   (∞+

را بر   𝑓تابع ساده اندازه پذیر باشد ، در این صورت انتگرال لبگ تابع    𝑠اندازه پذیر و نا منفی و  

 کنیم: به صورت زیر تعریف می 𝐸مجموعه ای مانند  

∫ 𝑓𝑑𝜇 = sup
0≤𝑠≤𝑓

∫ 𝑠𝑑𝜇 
⬚

𝐸

⬚

𝐸
. 

𝑓: 𝑋 ⟶ Ȼ  ⟹   ∫ 𝑓𝑑𝜇 = ∫ 𝑓۱
+𝑑𝜇

⬚

𝐸
− ∫ 𝑓۱

−𝑑𝜇
⬚

𝐸
+ 𝑖 ∫ 𝑓۲

+𝑑𝜇
⬚

𝐸
− 𝑖 ∫ 𝑓۲

−𝑑𝜇
⬚

𝐸

⬚

𝐸
 . 

 ضرب  را تحت دو عمل جمع و 𝑅تهی باشد  ی نایک مجموعه 𝑅: فرض کنید که   27- 1تعریف  

 . : 𝑅 × 𝑅 ⟶ 𝑅 , +: 𝑅 × 𝑅 ⟶ 𝑅  (𝑅, +, .  نامیم هرگاه  یک حلقه می   (

∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅 

 

𝑎س(   + 𝑏 ∈ 𝑅           

𝑎ش(   + 𝑏 = 𝑏 + 𝑎    

𝑎 پ(  + (𝑏 + 𝑐) = (𝑎 + 𝑏) + 𝑐  

0∃ت(   ∈ 𝑅   𝑠. 𝑡  ∀𝑎 ∈ 𝑅 𝑎 + 0 = 𝑎 

𝑎∀ث(   ∈ 𝑅 ∃ − 𝑎 ∈ 𝑅  𝑠. 𝑡   𝑎 + (−𝑎) = 0 

.𝑎ر(   𝑏 ∈ 𝑅     
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.𝑎)ز(   𝑏). 𝑐 = 𝑎. (𝑏. 𝑐) 

𝑎)ژ(   + 𝑏). 𝑐 = 𝑎. 𝑐 + 𝑏. 𝑐 ; 𝑎. (𝑏 + 𝑐) = 𝑎. 𝑏 + 𝑎. 𝑐 

,𝑅): فرض کنید که    28- 1تعریف   +, . ی بخشی  را یک حلقه  𝑅دار  ی یک یک حلقه باشد. حلقه   (

 نامیم هرگاه  می

∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅  ∀𝑥 ∈ 𝑅   𝑎𝑥 = 𝑏  ⟹  𝑥 = 𝑎−۱𝑏   ;     𝑥, 𝑎−۱ ∈ 𝑅 

 یعنی هر عضو غیر صفر وارون ضربی داشته باشد. 

,𝑅): فرض کنید که   29-1تعریف   +, . (  حلقه را جابه جایی ) تعویض پذیر   یک حلقه باشد این   (

 نامیم هرگاه  می

∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅   𝑎. 𝑏 = 𝑏. 𝑎  

 ی تعویض پذیر بخشی یک میدان است.: هر حلقه 30-1تعریف  

,𝑅): فرض کنید که   31-1تعریف  +, . عضوی   𝑅ی  ی حلقهیک حلقه باشد منظور از عضو یکه (

𝑏مانند   ∈ 𝑅  است که 

∀𝑎 ∈ 𝑅   𝑎. 𝑏 = 𝑎 = 𝑏. 𝑎   

را یک    𝑉ی ناتهی باشد.  یک مجموعه  𝑉یک میدان باشد و    𝐾: فرض کنید که    32-1تعریف   

)ضرب اسکالر( چنان وجود داشته    .و    +نامیم هرگاه دو تابع  می  𝐾فضای برداری روی میدان  

 باشند که  

+: 𝑉 × 𝑉 ⟶ 𝑉 

. : 𝐾 × 𝑉 ⟶ 𝑉 
∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑉    ∀𝜆, 𝛽 ∈ K  

𝑎)الف(   + 𝑏) + 𝑐 = 𝑎 + (𝑏 + 𝑐) 

0∃ب(   ∈ 𝑉   𝑠. 𝑡  ∀𝑎 ∈ 𝑉  𝑎 + 0 = 𝑎 

𝑎∀ پ( ∈ 𝑉  ∃ − 𝑎 ∈ 𝑉  𝑠. 𝑡  𝑎 + (−𝑎) = 0  

∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑉  𝑎 + 𝑏 = 𝑏 + 𝑎 
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∀𝑎 ∈ 𝑉   ۱. 𝑎 = 𝑎 
𝜆)ر(   + 𝛽)𝑎 = 𝜆𝑎 + 𝛽𝑎 

𝜆(𝑎  ز( + 𝑏) = 𝜆𝑎 + 𝜆𝑏 

𝜆(𝛽𝑎)ژ(   = (𝜆. 𝛽)𝑎  

.‖باشد. تابع       𝐾یک فضای برداری روی میدان    𝑉: فرض کنید که    33-1تعریف    ‖: 𝑉 ⟶

[0, ,𝑎نامیم هرگاه برای هر  می  𝑉را یک نرم روی   (∞+ 𝑏 ∈ 𝑉    و برای هر𝜆 ∈ 𝐾 :داشته باشیم ، 

‖𝑎‖ = 0  ⟺  𝑎 = 0  
‖𝑎 + 𝑏‖ ≤ ‖𝑎‖ + ‖𝑏‖ 
‖𝜆𝑎‖ = |𝜆|‖𝑎‖. 

,𝑉) در این صورت زوج مرتب   ‖.  نامیم.دار میرا یک فضای نرم (‖

𝑛=۱{𝑎𝑛}: فرض کنید که  34-1تعریف  
 یک دنباله باشد. این دنباله کوشی است هرگاه  ∞

∀𝜀 > 0  ∃𝑀 ∈ ℕ  ∀𝑚, 𝑛 ∈ ℕ  𝑚, 𝑛 > 𝑀 ⟹  ‖𝑎𝑛 − 𝑎𝑚‖ < 𝜀.  

𝑛=۱{𝑎𝑛}: فرض کنید که    35-1تعریف   
 𝑉یک دنباله باشد. این دنباله در مجموعه ای مانند    ∞

 همگرا است هرگاه:

∃𝑎 ∈ 𝑉  𝑠. 𝑡  ∀𝜀 > 0  ∃𝑀 ∈ ℕ  ∀𝑛 ∈ ℕ  𝑛 > 𝑀 ⟹  ‖𝑎𝑛 − 𝑎‖ < 𝜀.  

 ی کوشی لزوما همگرا نیست.ی همگرا کوشی است ولی هر دنبالهدار هر دنبالهدر هر فضای نرم

آن   گاهآنی همگرا باشد  ی کوشی یک دنبالهدار هر دنباله: اگر در یک فضای نرم  36-1تعریف  

 دار کامل یا یک فضای باناخ است. فضا یک فضای نرم

   𝐾 به  𝑉 یک تابعک از  𝑇 و   ،𝐾یک فضای برداری روی میدان    𝑉: فرض کنید که    37-1تعریف  

,𝑎نامیم هرگاه برای هر  را یک تابعک خطی می 𝑇باشد   𝑏 ∈ 𝑉  ی هر و برا𝜆 ∈ 𝐾 

∀ 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑉   𝑇(𝜆𝑎 + 𝑏) =  𝜆𝑇(𝑎) + 𝑇(𝑏). 

باشد   Ȼبه   𝑉یک تابع از   𝑇 و  Ȼدار روی میدان  یک فضای نرم 𝑉: فرض کنید که   38-1تعریف 

𝑇 نامیم هرگاه  دار میرا یک تابعک کران 
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∃𝑀 > 0   s. t  ∀𝑎 ∈ 𝑉    ‖𝑇‖ = 𝑠𝑢𝑝
‖𝑎‖≤۱

‖𝑇(𝑎)‖ < 𝑀. 

ی تمام تابعک  باشد. مجموعه  𝐾دار روی میدان  یک فضای نرم  𝑉: فرض کنید که    39-1تعریف  

  𝑉دهیم و آن را دوگان فضای برداری  نشان می  ∗𝑉را با علامت  𝐾به    𝑉دار از  های خطی و کران

 نامیم. می

,𝑋: فرض کنید که    40- 1تعریف   𝑌  های خطی و  ی تمام تبدیلدار باشند. مجموعهدو فضای نرم

,𝐵(𝑋را که با علامت   𝑌به  𝑋دار از  کران 𝑌)  دهیم.نشان می 

 𝑉ی زیر مجموعه  𝑌باشد. اگر    𝐾یک فضای برداری روی میدان   𝑉: فرض کنید که   41- 1تعریف  

تشکیل یک فضای برداری دهد   𝐾روی میدان   𝑉با اعمال جمع و ضرب اسکالر   𝑌چنان باشد که  

𝑌نویسیم  است. در این صورت می 𝑉زیر فضای   𝑌  گاهآن ≤ 𝑉. 

  𝑉 از  𝑆ی  باشد زیر مجموعه  𝐾یک فضای برداری روی میدان    𝑉: فرض کنید که    42- 1تعریف  

وابسته میرا  مانند  ی خطی  بردارهایی  هرگاه  ,𝛼۱نامیم  𝛼۲, … , 𝛼𝑛 ∈ 𝑆    مانند اسکالر  ، ضرایب 

𝑐۱, 𝑐۲, … , 𝑐𝑛 ∈ 𝐾    چنان وجود داشته باشند که𝑖 ∈ {۱,۲,۳, … , 𝑛} و 

∃𝑖 ∈ {۱,۲,۳, … , 𝑛}   𝑠. 𝑡  𝑐𝑖 ≠ 0   𝛼۱𝑐۱ + 𝛼۲𝑐۲ + 𝛼۳𝑐۳ + ⋯ + 𝛼𝑛𝑐𝑛 = 0 

𝑆 ی خطی نباشد یعنی  مستقل خطی است هرگاه وابسته𝑆  مستقل خطی است اگر و تنها اگر هر

مستقل خطی باشد یعنی اگر وتنها اگر به ازای هر چند بردار متمایز   𝑆ی متناهی از  زیر مجموعه

𝛼۱, 𝛼۲, … , 𝛼𝑛 ∈ 𝑆    تساوی𝛼۱𝑐۱ + 𝛼۲𝑐۲ + 𝛼۳𝑐۳ + ⋯ + 𝛼𝑛𝑐𝑛 =  ایجاب کند که   0

∀𝑖 ∈ {۱,۲,۳, … , 𝑛}  𝑐۱ = 𝑐۲ = 𝑐۳ = ⋯ = 𝑐𝑛 = 0 

را بتوان به صورت    𝑉را تولید کند ) هر عضو    𝑉بتواند    𝑆مستقل خطی باشد و    𝑆و اکنون اگر  

 است. 𝑉یک پایه برای فضای برداری   𝑆  گاهآننوشت (  𝑆ترکیب خطی از اعضای  

 𝑆باشد و   𝑉ی  پایه 𝑆باشد و   𝐾یک فضای برداری روی میدان  𝑉: فرض کنید که  43- 1تعریف 

,𝛼۱توسط   𝛼۲, 𝛼۳, … , 𝛼𝑚  تولید شود که  𝑚 ∈ ℕ   :یعنی   
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 𝑆 =< 𝛼۱, 𝛼۲, 𝛼۳, … , 𝛼𝑚 است.   𝑚گوییم این فضای برداری فضایی با بعد  . در این صورت می<

𝑑𝑖𝑚𝑉  نویسیم  و می = 𝑚    و اگر عددی در اعداد طبیعی یافت نشود که آن تعداد عضو𝑆    را تولید

 نویسیم:  کند می

𝑑𝑖𝑚𝑉 = ∞. 

که    44-1تعریف   کنید  فرض   :𝑅    .باشد حلقه  زیر  𝐵یک  هرگاه  می   𝑅یحلقهرا  زیر   𝐵نامیم 

,𝐵)باشد و    𝑅مجموعه ای از   +𝑅 , .𝑅 تشکیل حلقه    𝑅ضرب   بتواند با دو عمل جمع و  𝐵یعنی      (

 دهد.

 جبر و جبر باناخ .۴

آل دو  را یک ایده  𝐼باشد    𝑅 یک زیر حلقه از   𝐼یک حلقه باشد و    𝑅: فرض کنید که    45- 1تعریف  

 می نامیم هرگاه  𝑅ی  آل حلقهطرفه یا یک ایده

 آل راست باشد یعنی  هم ایده 

∀𝑟 ∈ 𝑅  ∀𝑎 ∈ 𝐼    𝑟𝑎 ∈ 𝐼  
 آل چپ باشد یعنی هم ایده و

∀𝑟 ∈ 𝑅  ∀𝑎 ∈ 𝐼    𝑎𝑟 ∈ 𝐼. 
که    46-1تعریف   کنید  فرض   :𝑅, 𝑆    و باشند  حلقه  :𝑓دو  𝑅 ⟶ 𝑆    باشد نگاشت  یک    𝑓یک 

 همریختی حلقه ای است هرگاه 

∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 
𝑓(𝑎الف(   + 𝑏) = 𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏) 

𝑓(𝑎𝑏)ب(   = 𝑓(𝑎)𝑓(𝑏)، 

𝑅همریخت هستند پس   𝑓در این صورت دامنه و برد نگاشت  ≃ 𝑆  .است 

,𝑅: فرض کنید که    47-1تعریف   𝑆    دو حلقه و نگاشت𝑓: 𝑅 ⟶ 𝑆    یک همریختی حلقه ای باشد

   دهیم و داریم:نشان می 𝐾𝑒𝑟𝑓را با   𝑓ی نگاشت  هسته

  𝐾𝑒𝑟𝑓 ≔ {𝑎 ∈ 𝑅   𝑠. 𝑡   𝑓(𝑎) = 0𝑆}. 
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,𝑅فرض کنید که  :  4- 1ی  قضیه  𝑆  دو حلقه و نگاشت𝑓: 𝑅 ⟶ 𝑆   ای باشد.  یک همریختی حلقه

 است. 𝑅 یآل حلقهیک ایده 𝐾𝑒𝑟𝑓در این صورت  

𝑎 برای هر  برهان : ∈ 𝐾𝑒𝑟𝑓 = 𝑈  و برای هر𝑟 ∈ 𝑅    

∀𝑎 ∈ 𝑈 ⟹ 𝑓(𝑎) = 0 ; ∀𝑎 ∈ 𝐾  ∀𝑟 ∈ 𝑅   𝑓(𝑎. 𝑟) = 𝑓(𝑎)𝑓(𝑟) = 0 ⟹ 𝑎. 𝑟 ∈ 𝑈  

∀𝑎 ∈ 𝑈 ⟹ 𝑓(𝑎) = 0 ; ∀𝑎 ∈ 𝐾  ∀𝑟 ∈ 𝑅   𝑓(𝑟. 𝑎) = 𝑓(𝑟)𝑓(𝑎) = 0 ⟹ 𝑟. 𝑎 ∈ 𝑈 

⇒ 𝑈 ⊴ 𝑅   

,𝐺: فرض کنید که    48- 1تعریف   𝐷   دو گروه  و𝐻: 𝐺 ⟶ 𝐷  یک نگاشت باشد در این صورت 

𝐻   یک همریختی گروهی است هرگاه 

∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺  𝐻(𝑥 ∗ 𝑦) = 𝐻(𝑥). 𝐻(𝑦) 

,𝐺 : فرض کنید که    49- 1تعریف   𝐷   دو گروه و𝐻: 𝐺 ⟶ 𝐷    باشد همریختی    𝐻یک نگاشت 

 کنیم:  گروهی باشد تعریف می

  𝐾𝑒𝑟𝐻 ≔ {𝑥 ∈ 𝐺    𝑠. 𝑡    𝐻(𝑥) = 𝑒𝐷}. 

,𝑅 : فرض کنید که   50-1تعریف  𝑆    دو حلقه باشند و𝑓: 𝑅 ⟶ 𝑆   یک همریختی حلقه ای باشد

یک تکریختی    𝑓 یک  بروریختی است هرگاه علاوه بر همریختی بودن پوشا نیز باشد. و  𝑓 گوییم  می

به طور همزمان هم همریختی    𝑓است هرگاه علاوه بر همریختی بودن یک به یک نیز باشد. و اگر 

یک یکریختی حلقه ای است. در این صورت دامنه و برد   𝑓   گاهآنباشد هم یک به یک هم پوشا 

𝑅دارای یکریختی هستند پس   𝑓نگاشت  ≅ 𝑆 .است 

 باشد. در این صورت  𝑅آلی از  ایده 𝐼یک حلقه و   𝑅: فرض کنید که   51-1تعریف  

    𝑅
𝐼⁄ ≔ {𝑎 + 𝐼; 𝑎 ∈ 𝑅}   تعریف دو  𝑎)با  + 𝐼) + (𝑏 + 𝐼) = 𝑎 + 𝑏 + 𝐼     و(𝑎 + 𝐼). (𝑏 +

𝐼) = 𝑎. 𝑏 + 𝐼   .یک حلقه است 

+: 𝑅
𝐼⁄ × 𝑅

𝐼⁄ ⟶ 𝑅
𝐼⁄    + (𝑎 + 𝐼, 𝑏 + 𝐼) = 𝑎 + 𝑏 + 𝐼 

. : 𝑅
𝐼⁄ × 𝑅

𝐼⁄ ⟶ 𝑅
𝐼⁄        . (𝑎 + 𝐼, 𝑏 + 𝐼) = 𝑎. 𝑏 + 𝐼 

𝑅) در این صورت  
𝐼⁄ , +, .  یک حلقه است.  (
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چنان    Гباشد اگر تابعی مانند    𝐾یک فضای برداری روی میدان    V  : فرض کنید که   52- 1تعریف  

 وجود داشته باشد که  

Г: 𝑉 × 𝑉 ⟶ 𝑉     𝑠. 𝑡     ∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑉 

,Г(𝑎الف(   𝑏 + 𝑐) = Г(𝑎, 𝑏) + Г(𝑎, 𝑐) 

Г(𝑎ب(   + 𝑏, 𝑐) = Г(𝑎, 𝑐) + Г(𝑏, 𝑐) 

,Г(Г(𝑎پ(   𝑏), 𝑐) = Г(𝑎, Г(𝑏, 𝑐)) 

∀λ ∈ 𝐾     ,    ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑉 
𝜆Г(𝑎, 𝑏) = Г(𝜆𝑎, 𝑏) = Г(𝑎, 𝜆𝑏) 

,Г(𝑎با این فرض که   𝑏) = 𝑎. 𝑏   در این صورت 

.𝑎الف(   (𝑏 + 𝑐) = 𝑎. 𝑏 + 𝑎. 𝑐 

𝑎)ب(   + 𝑏). 𝑐 = 𝑎. 𝑐 + 𝑏. 𝑐  

.𝑎)پ(   𝑏). 𝑐 = 𝑎. (𝑏. 𝑐)     

 

 و همچنین 

λ(𝑎. 𝑏) = (𝜆𝑎). 𝑏 = 𝑎. (𝜆𝑏) 
,𝑉) در این صورت   +, . , Г)  .یک جبر است 

,𝐴: فرض کنید که    53-1تعریف   𝐵   گوییم این دو جبر دارای یکریختی جبری  دو جبر باشند می

 چنان وجود داشته باشد که   𝛹هستند هرگاه نگاشتی مانند  

𝛹: 𝐴 ⟶ 𝐵    𝑠. 𝑡   ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 ∀𝜆 ∈ 𝐾 
𝛹(𝑥الف(   + 𝑦) = 𝛹(𝑥) + 𝛹(𝑦) 

𝛹(𝜆𝑥)ب(   = 𝜆𝛹(𝑥) 

.𝛹(𝑥پ(   𝑦) = 𝛹(𝑥)𝛹(𝑦) 

 یک به یک و پوشا باشد.  Ψو
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کنید که    54-1تعریف   فرض   :𝐴   و باشد  ,𝐴)یک جبر  ‖. نرم   (‖ فضای  این  یک  در  باشد.  دار 

 نامیم هرگاه  دار میرا یک جبر نرم 𝐴صورت  

∀𝑎, 𝑏 ∈ A    ‖𝑎. 𝑏‖ ≤ ‖𝑎‖‖𝑏‖. 

,𝐴): فرض کنید که   55-1تعریف   ‖. ی  دار باشد اگر نسبت به این نرم هر دنبالهیک جبر نرم     (‖

 یک جبر باناخ است.  𝐴گاه  کوشی همگرا باشد آن

فرض کنید که    56- 1تعریف    :𝐴, 𝐵, 𝐶    نگاشت باشند  برداری  فضای  :𝐻سه  𝐴 × 𝐵 ⟶ 𝐶    را

 نامیم هرگاه  دوخطی می

𝐻: 𝐴 × 𝐵 ⟶ 𝐶  

∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴  ∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝐵  ∀𝛼, β ∈ 𝐾 
𝐻(𝛼𝑥 + 𝑦, 𝑢) = 𝛼𝐻(𝑥, 𝑢) + 𝐻(𝑦, 𝑢)  ;  𝐻(𝑥, 𝛽𝑢 + 𝑣) = 𝛽𝐻(𝑥, 𝑢) + 𝐻(𝑥, 𝑣). 

که    57-1تعریف   کنید  فرض   :𝐴, 𝐵, 𝐶  نرم فضای  نگاشت  سه  باشند  :𝐻دار  𝐴 × 𝐵 ⟶ 𝐶    را

 نامیم هرگاه  دار میکران

𝑠𝑢𝑝
‖𝑎‖≤۱ ,‖𝑏‖≤۱

‖𝐻(𝑎, 𝑏)‖ < ∞. 

مدول چپ باناخ یک زوج  -𝐴یک جبر باناخ باشد. منظور از یک    𝐴: فرض کنید که    58-1تعریف  

,𝑋)مرتب    𝑇)    آن و    𝑋است که در  باناخ   فضای  :𝑇یک  𝐴 × 𝑋 ⟶ 𝑋     اپراتور دو خطی یک 

 دار است که کران

∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴    ∀𝑥 ∈ 𝑋     𝑇(𝑎, 𝑇(𝑏, 𝑥)) = 𝑇(𝑎𝑏, 𝑥). 

مدول راست باناخ یک  - 𝐴یک جبر باناخ باشد. منظور از یک𝐴 : فرض کنید که    59- 1تعریف  

,𝑋)زوج مرتب   𝑆)    است که در آن𝑋    یک فضای باناخ  و𝑆: 𝑋 × 𝐴 ⟶ 𝑋    یک اپراتور دو خطی

 دار است که کران

∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴    ∀𝑥 ∈ 𝑋     𝑆(𝑆(𝑥, 𝑎), 𝑏) = 𝑆(𝑥, 𝑎𝑏). 
𝐴 یک  𝑋گاه  در هر دو تعریف بالا صدق کند آن  𝑋و اگر به طور همزمان   − 𝐴     دو مدول باناخ

 است.
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𝑀مدول راست باناخ  -𝐴یک جبر باناخ باشد. منظور از دوگان  𝐴 : فرض کنید که    60-1تعریف   =

𝑋∗    است که𝑋    یک𝐴 -  باناخ باشد. همچنین منظور از دوگان باناخ     -𝐴مدول راست  مدول چپ 

𝑀 = 𝑋∗   است که𝑋   یک𝐴 -  مدول چپ باناخ باشد. به همین ترتیب منظور از دوگان𝐴 − 𝐴   دو

 مدول باناخ 

 𝑀 = 𝑋∗    است که𝑋    یک𝐴 − 𝐴  های بالا  دو مدول باناخ باشد. در هریک از حالت𝑋    پیش دوگان

𝑀 .است 

 

 

 ترتیب جزئی و تور  .۵

که    61-1تعریف   کنید  فرض   :𝐷  مجموعه ،   ییک  باشد  مجموعه  𝐶ناتهی  حاصلضرب  زیر  ی 

𝐷دکارتی   × 𝐷  ترتیب جزیی روی  را یک𝐷 نامیم هرگاه  می 

𝐶 ⊆ 𝐷 × 𝐷 

∀ 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐷 

𝑥∀الف(   ∈ 𝐷, (𝑥, 𝑥) ∈ 𝐶 

,𝑖𝑓   (𝑥ب(   𝑦) ∈ 𝐶  ;   (𝑦, 𝑥) ∈ 𝐶 ⟹ 𝑥 = 𝑦 

,𝑖𝑓   (𝑥پ(   𝑦) ∈ 𝐶 ;   (𝑦, 𝑧) ∈ 𝐶  ⟹ (𝑥, 𝑧) ∈ 𝐶 

,𝐷)گوییم زوج مرتب   در این حالت می 𝐶) ی جزئا مرتب است.یک مجموعه  

,𝑥) از این به بعد به جای   𝑦) ∈ 𝐶  نویسیم    می𝑥 ≤ 𝑦  لذا 

𝑥∀الف(   ∈ 𝐷  𝑥 ≤ 𝑥 

,𝑥∀ب(   𝑦 ∈ 𝐷 𝑖𝑓 𝑥 ≤ 𝑦 ; 𝑦 ≤ 𝑥 ⟹ 𝑥 = 𝑦 

,𝑥∀پ(   𝑦, 𝑧 ∈ 𝐷 𝑖𝑓 𝑥 ≤ 𝑦 ; 𝑦 ≤ 𝑧 ⟹ 𝑥 ≤ 𝑧  

,𝐷)در این حالت زوج مرتب   𝐶)   را(𝐷,  نویسیم. می (≥
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,𝐷): فرض کنید که    62-1تعریف   ی  را یک مجموعه  𝐷ی جزئا مرتب باشد.  یک مجموعه  (≥

 نامیم هرگاه  دار شده میجهت

∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐷   ∃𝑐 ∈ 𝐷  𝑠. 𝑡  𝑎 ≤ 𝑐 , 𝑏 ≤ 𝑐. 

,𝑋): فرض کنید که     63-1تعریف   τ)    یک فضای توپولوژیک و(𝐷, دار  ی جهتیک مجموعه  (≥

:𝑓شده باشد. در این صورت هر تابع مانند   𝐷 ⟶ 𝑋   .یک تور است 

,𝑋)یک تور در فضای توپولوژی     𝛼∈𝐷{𝑎𝛼}: فرض کنید که    64-1تعریف   τ)    باشد. در این صورت

𝑏این تور به نقطه ای مانند  ∈ 𝑋     همگرا است هرگاه برای هر همسایگی باز𝑏    مانند𝑉    مرتبه ای

𝛼طوری وجود داشته باشد که برای هر     𝐷در    𝛽مانند   ∈ 𝐷    کهα ≥ 𝛽     تمامی 𝑎𝛼  ها در𝑉 

 باشند.  

 و جبر باناخ تابعی   𝐋1فضای  .۶

 𝜆ی هار چپ  ی موضعی با اندازهیک گروه توپولوژیک فشرده  𝐺: فرض کنید که    65- 1تعریف  

 باشد. در این صورت  

L۱(𝐺) ≔ {𝑓 ; :𝑓اندازهپذیر 𝐺 ⟶ Ȼ   𝑠. 𝑡 ∫ 𝑓𝑑𝜆 < ∞}
⬚

𝐺
.  

 𝐿۱(𝐺) ضرب اسکالر توابع یک فضای برداری روی   با اعمال جمع وȻ .است 

∗: 𝐿۱(𝐺) × 𝐿۱(𝐺) ⟶ 𝐿۱(𝐺) 
(𝑓, 𝑔) ⟼ 𝑓 ∗ 𝑔   ;    (𝑓 ∗ 𝑔)(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑔(𝑡−۱⬚

𝐺
𝑥)𝑑𝑡 . 

‖. ‖: 𝐿۱(𝐺) ⟶ [0, +∞)   ‖𝑓‖ = ∫ |𝑓|۱𝑑𝜆
⬚

𝐺

 

  یک جبر باناخ است. 𝐿۱(𝐺)با این تعاریف  

 𝜆ی هار چپ  ی موضعی با اندازهیک گروه توپولوژیک فشرده  𝐺: فرض کنید که    66-1تعریف  

 کنیم :باشد. تعریف می  𝐺 یک وزن بر ωباشد و فرض کنید که  

L۱(𝐺, 𝜔) ≔ {𝑓 ; پذیراندازه 𝑓: 𝐺 ⟶ Ȼ    𝑠. 𝑡  𝑓𝜔 ∈ 𝐿۱(𝐺)}. 

,𝐿۱(𝐺 دهیم که اکنون نشان می 𝜔)  : یک جبر باناخ است   
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𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿۱(𝐺, 𝜔) ⟹  𝜔𝑓, 𝜔𝑔 ∈ 𝐿۱(𝐺) ⟹ 

∫ |𝜔(𝑥)𝑓(𝑥)|
⬚

𝐺
𝑑𝜆(𝑥) < ∞  ;  ∫ |𝜔(𝑥)𝑔(𝑥)|

⬚

𝐺
𝑑𝜆(𝑥) <  ∞   

∫ |𝜔(𝑥)𝑓(𝑥) + 𝜔(𝑥)𝑔(𝑥)|𝑑𝜆(𝑥) = ∫ |𝜔(𝑥)𝑓(𝑥)|
⬚

𝐺
𝑑𝜆(𝑥) +

⬚

𝐺

∫ |𝜔(𝑥)𝑔(𝑥)|
⬚

𝐺
𝑑𝜆(𝑥)  ⟹ 𝑓 + 𝑔 ∈ 𝐿۱(𝐺, 𝜔)   

𝑓الف(   + (𝑔 + ℎ) = 𝑓 + 𝑔 + ℎ = (𝑓 + 𝑔) + ℎ 

𝑘ب(   = 0 𝑘(𝑥) = 0 ∀𝑥 ∈ 𝐺 ⟹ ∀𝑓 ∈ 𝐿۱(𝐺, 𝜔)      𝑓 + 𝑘 = 𝑓 

𝑓∀پ(   ∈ 𝐿۱(𝐺, 𝜔) ∃ − 𝑓: 𝐺 ⟶ Ȼ   𝑥 ⟼ −𝑓(𝑥)  𝑠. 𝑡  

 𝑓 + (−𝑓) = 0 = 𝑘 
∀𝑥 ∈ 𝐺 ; (𝑓 + 𝑔)(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) = 𝑔(𝑥) + 𝑓(𝑥) = (𝑔 + 𝑓)(𝑥)  ⟹ 𝑓 + 𝑔

= 𝑔 + 𝑓   

𝐻: 𝐺 ⟶ Ȼ   ∀𝑥 ∈ 𝐺 𝐻(𝑥) = ۱ ⟹     ∀𝑓 ∈ 𝐿۱(𝐺, 𝜔)  ۱. 𝑓 = 𝑓 

∀𝛼, 𝛽 ∈ Ȼ 
𝛼))الف(   + 𝛽)𝑓)(𝑥) = 𝛼𝑓(𝑥) + 𝛽𝑓(𝑥) = (𝛼𝑓 + 𝛽𝑓)(𝑥) ⟹ (𝛼 + 𝛽)𝑓 = 𝛼𝑓 + 𝛽𝑓 

𝛼(𝑓)ب(   + 𝑔))(𝑥) = 𝛼𝑓(𝑥) + 𝛼𝑔(𝑥) = (𝛼𝑓 + 𝛼𝑔)(𝑥)  ⟹  𝛼(𝑓 + 𝑔) = 𝛼𝑓 + 𝛼𝑔 

(𝑥)(𝛼(𝛽𝑓))پ(   = (𝛼𝛽𝑓)(𝑥) = ((𝛼. 𝛽)𝑓)(𝑥) = (𝛼. 𝛽)𝑓(𝑥)  ⟹  𝛼(𝛽𝑓) = (𝛼. 𝛽)𝑓 

,𝐿۱(𝐺پس تا اینجا   𝜔)  یک فضای برداری است و 

∗: 𝐿۱(𝐺, 𝜔) × 𝐿۱(𝐺, 𝜔) ⟶ 𝐿۱(𝐺, 𝜔) 
   (𝑓 ∗ 𝑔)(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑦)𝑔(𝑦−۱⬚

𝐺
𝑥)𝑑𝑦.  

 

∀𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿۱(𝐺, 𝜔)  ;  ∫ 𝜔(𝑦)|(𝑓 ∗ 𝑔)(𝑦)|
⬚

𝐺
𝑑𝑦 =

∫ 𝜔(𝑦) |∫ 𝑓(𝑧)𝑔(𝑧−۱𝑦) 𝑑𝑧
⬚

𝐺
|

⬚

𝐺
𝑑𝑦 =

∫ |∫ 𝜔(𝑦)𝑓(𝑧)𝑔(𝑧−۱𝑦) 𝑑𝑧
⬚

𝐺
|

⬚

𝐺
𝑑𝑦 ≤ ∬ |𝜔(𝑦)𝑓(𝑧)𝑔(𝑧−۱𝑦)|

⬚

𝐺
𝑑𝑧 𝑑𝑦 =

∫ |𝑓(𝑧)|
⬚

𝐺
∫ 𝜔(𝑦)|𝑔(𝑧−۱𝑦)|

⬚

𝐺
𝑑𝑦 𝑑𝑧 = ∫ |𝑓(𝑧)|

⬚

𝐺
∫ 𝜔(𝑧𝑦)|𝑔(𝑧𝑧−۱𝑦)|

⬚

𝐺
𝑑𝑦 𝑑𝑧 = 

   ∫ |𝑓(𝑧)|
⬚

𝐺 ∫ 𝜔(𝑧𝑦)|𝑔(𝑦)|
⬚

𝐺
𝑑𝑦 𝑑𝑧 ≤ ∫ 𝜔(𝑧)

⬚

𝐺
|𝑓(𝑧)| ∫ 𝜔(𝑦)

⬚

𝐺
|𝑔(𝑦)| 𝑑𝑦 𝑑𝑧 =

∫ 𝜔(𝑧)
⬚

𝐺
|𝑓(𝑧)| 𝑑𝑧 ∫ 𝜔(𝑦)

⬚

𝐺
|𝑔(𝑦)| 𝑑𝑦 < ∞ ⟹ 

 𝜔(𝑓 ∗ 𝑔) ∈ 𝐿۱(𝐺) ⟹ 𝑓 ∗ 𝑔 ∈ 𝐿۱(𝐺, 𝜔)   
 پس عمل پیچش خوشتعریف است.
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 الف( 

(𝑓 ∗ (𝑔 + ℎ))(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑦)(𝑔 + ℎ)(𝑦−۱𝑥)
⬚

𝐺
𝑑𝑦 = ∫ [𝑓(𝑦)𝑔(𝑦−۱𝑥) +

⬚

𝐺

𝑓(𝑦)ℎ(𝑦−۱𝑥)] = ∫ 𝑓(𝑦)𝑔(𝑦−۱𝑥) 𝑑𝑦
⬚

𝐺
+

∫ 𝑓(𝑦)ℎ(𝑦−۱𝑥) 𝑑𝑦 = (𝑓 ∗ 𝑔)(𝑥) + (𝑓 ∗ ℎ)(𝑥)
⬚

𝐺
 ⟹  𝑓 ∗ (𝑔 + ℎ) = 𝑓 ∗ 𝑔 + 𝑓 ∗ ℎ    

 ب( 

((𝑓 + 𝑔) ∗ ℎ)(𝑥) = ∫ (𝑓 + 𝑔)(𝑦)ℎ(𝑦−۱𝑥) 𝑑𝑦
⬚

𝐺

= ∫ [(𝑓(𝑦)
⬚

𝐺

+ (𝑔)(𝑦)]ℎ(𝑦−۱𝑥) 𝑑𝑦 = ∫ [𝑓(𝑦)ℎ(𝑦−۱𝑥) + 𝑔(𝑦)ℎ(𝑦−۱𝑥)] 𝑑𝑦
⬚

𝐺

= 

∫ 𝑓(𝑦)ℎ(𝑦−۱𝑥)
⬚

𝐺

𝑑𝑦 + ∫ 𝑔(𝑦)ℎ(𝑦−۱𝑥)
⬚

𝐺

𝑑𝑦 = (𝑓 ∗ ℎ)(𝑥) + (𝑔 ∗ ℎ)(𝑥)   

⟹ (𝑓 + 𝑔) ∗ ℎ = 𝑓 ∗ ℎ + 𝑔 ∗ ℎ  

∀𝛼 ∈  Ȼ      ∀𝑓, ℎ ∈ 𝐿۱(𝐺, 𝜔) 
 

 

 پ( 

(𝛼(𝑓 ∗ ℎ))(𝑥) = ∫ 𝛼𝑓(𝑦)ℎ(𝑦−۱𝑥) 𝑑𝑦
⬚

𝐺

= ∫ (𝛼𝑓)(𝑦)ℎ(𝑦−۱𝑥) 𝑑𝑦 = ((𝛼𝑓) ∗ ℎ)(𝑥) = ∫ 𝛼𝑓(𝑦)ℎ(𝑦−۱𝑥) 𝑑𝑦
⬚

𝐺

⬚

𝐺

= ∫ 𝑓(𝑦)𝛼ℎ(𝑦−۱𝑥) 𝑑𝑦
⬚

𝐺

= ∫ 𝑓(𝑦)(𝛼ℎ)(𝑦−۱𝑥) 𝑑𝑦
⬚

𝐺

=  (𝑓 ∗ 𝛼ℎ)(𝑥)  ⟹  𝛼(𝑓 ∗ ℎ)

= (𝛼𝑓) ∗ ℎ) = 𝑓 ∗ 𝛼ℎ 

 

  ت(

((𝑓 ∗ 𝑔) ∗ ℎ)(𝑥) = ∫ (𝑓 ∗ 𝑔)(𝑧)ℎ(𝑧−۱𝑥) 𝑑𝑧
⬚

𝐺
=

∬ 𝑓(𝑘)𝑔(𝑘−۱𝑧) 𝑑𝑘
⬚

𝐺
ℎ(𝑧−۱𝑥) 𝑑𝑧 =
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∬ 𝑓(𝑘)𝑔(𝑘−۱𝑧)
⬚

𝐺
ℎ(𝑧−۱𝑥) 𝑑𝑘 𝑑𝑧 = ∬ 𝑓(𝑘)𝑔(𝑘−۱𝑧)

⬚

𝐺
ℎ(𝑧−۱𝑥) 𝑑𝑧 𝑑𝑘 =  

∬ 𝑓(𝑘)𝑔(𝑧)ℎ(𝑘−۱𝑧−۱𝑥) 𝑑𝑧 𝑑𝑘 =
⬚

𝐺 ∫ 𝑓(𝑘) ∫ 𝑔(𝑧)ℎ(𝑘−۱𝑧−۱𝑥) 𝑑𝑧 𝑑𝑘
⬚

𝐺

⬚

𝐺
=

∫ 𝑓(𝑘) 𝑑𝑘 ∫ 𝑔(𝑧)ℎ(𝑘−۱𝑧−۱𝑥) 𝑑𝑧 =
⬚

𝐺

⬚

𝐺 ∫ 𝑓(𝑘)(𝑔 ∗
⬚

𝐺

ℎ)(𝑘−۱𝑥) 𝑑𝑘 = (𝑓 ∗ (𝑔 ∗ ℎ))(𝑥) ⟹ ∀𝑥 ∈ 𝐺      
((𝑓 ∗ 𝑔) ∗ ℎ)(𝑥) =  (𝑓 ∗ (𝑔 ∗ ℎ))(𝑥)  ⟹  (𝑓 ∗ 𝑔) ∗ ℎ = 𝑓 ∗ (𝑔 ∗ ℎ) 

 

‖. ‖: 𝐿۱(𝐺, 𝜔) ⟶ [0, +∞) 

‖𝑓‖𝜔 = ‖𝑓𝜔‖۱ = ∫ 𝜔(𝑦)|𝑓(𝑦)|𝑑𝑦
⬚

𝐺
  

‖𝑓‖𝜔 = 0 ⟹ ‖𝑓𝜔‖۱ = 0 ⟹  ∫ 𝜔(𝑦)|𝑓(𝑦)|
⬚

𝐺
𝑑𝑦 = 0  (𝜔 ≠ 0)  ⟹  𝑓 = 0     

𝑓 = 0 ⟹  𝑓(𝑦) = 0 ∀𝑦 ∈ 𝐺 ⟹ ∫ 𝜔(𝑦)|𝑓(𝑦)|
⬚

𝐺
𝑑𝑦 = 0 ⟹ ‖𝑓𝜔‖۱ = 0 ⟹

‖𝑓‖𝜔 = 0  
‖𝑓 + 𝑔‖𝜔 = ‖𝜔(𝑓 + 𝑔)‖۱ = ∫ 𝜔(𝑦)|(𝑓 + 𝑔)(𝑦)|

⬚

𝐺
𝑑𝑦 = ∫ 𝜔(𝑦)|(𝑓(𝑦) +

⬚

𝐺

𝑔(𝑦)|𝑑𝑦 ≤ ∫ 𝜔(𝑦)|𝑓(𝑦)|
⬚

𝐺
𝑑𝑦 + ∫ 𝜔(𝑦)|𝑔(𝑦)|𝑑𝑦

⬚

𝐺
= ‖𝜔𝑓‖۱ + ‖𝜔𝑔‖۱ =

‖𝑓‖𝜔 + ‖𝑔‖𝜔 ⟹  ‖𝑓 + 𝑔‖𝜔 ≤ ‖𝑓‖𝜔 + ‖𝑔‖𝜔     

∀𝛼 ∈ Ȼ ‖𝛼𝑓‖𝜔 = ‖𝜔𝛼𝑓‖۱ = ∫ 𝜔(𝑦)|𝛼𝑓(𝑦)|𝑑𝑦 = |𝛼| ∫ 𝜔(𝑦)|𝑓(𝑦)|𝑑𝑦 =
⬚

𝐺

⬚

𝐺

|𝛼|‖𝜔𝑓‖۱ = |𝛼|‖𝑓‖𝜔  ⟹ ‖𝛼𝑓‖𝜔 = |𝛼|‖𝑓‖𝜔 .     
 

,L۱(𝐺پس این یک نرم روی   𝜔)   است. همچنین 

‖𝑓 ∗ 𝑔‖𝜔 = ‖𝜔(𝑓 ∗ 𝑔)‖۱ = ∫ 𝜔(𝑦)|(𝑓 ∗ 𝑔)(𝑦)|𝑑𝑦 =
⬚

𝐺

∫ 𝜔(𝑦)
⬚

𝐺 ∫ |𝑓(𝑧)𝑔(𝑧−۱𝑦) 𝑑𝑧|
⬚

𝐺
𝑑𝑦 = ∫ |∫ 𝑓(𝑧)𝑔(𝑧−۱𝑦) 𝑑𝑧

⬚

𝐺
|

⬚

𝐺
𝑑𝑦 =

∫ |∫ 𝑓(𝑧)𝑔(𝑧−۱𝑦) 𝑑𝑧
⬚

𝐺
|

⬚

𝐺
𝑑𝑦 = ∫ |𝑓(𝑧)|

⬚

𝐺 ∫ 𝜔(𝑧𝑦)|𝑔(𝑧𝑧−۱𝑦)|
⬚

𝐺
𝑑𝑦 𝑑𝑧 =      

∫ |𝑓(𝑧)|
⬚

𝐺 ∫ 𝜔(𝑧𝑦)|𝑔(𝑦)|
⬚

𝐺
𝑑𝑦 𝑑𝑧 ≤ ∫ 𝜔(𝑧)|𝑓(𝑧)|

⬚

𝐺 ∫ 𝜔(𝑦)|𝑔(𝑦)|
⬚

𝐺
𝑑𝑦 𝑑𝑧 =

∫ 𝜔(𝑧)|𝑓(𝑧)|
⬚

𝐺
𝑑𝑧 ∫ 𝜔(𝑦)|𝑔(𝑦)|

⬚

𝐺
𝑑𝑦 = ‖𝜔𝑓‖۱‖𝜔𝑔‖۱ = ‖𝑓‖𝜔‖𝑔‖𝜔 ⟹ ∀𝑓, 𝑔 ∈

𝐿۱(𝐺, 𝜔)       ‖𝑓 ∗ 𝑔‖𝜔 ≤ ‖𝑓‖𝜔‖𝑔‖𝜔    
,𝐿۱(𝐺 پس   𝜔)    یک جبر نرم دار است. و اگر{𝑓𝑛}𝑛=۱

,𝐿۱(𝐺ی کوشی در  یک دنباله  ∞ 𝜔)    باشد

 ه  گاآن

∀𝜀 > 0 ∃𝑀 ∈ ℕ ∀𝑚, 𝑛 ∈ ℕ  𝑚, 𝑛 > 𝑀  ⟹  ‖𝑓
𝑛

− 𝑓
𝑚

‖
ω

< 𝜀   
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∀𝜀 > 0 ∃𝑀 ∈ ℕ ∀𝑚, 𝑛 ∈ ℕ  𝑚, 𝑛 > 𝑀  ⟹  ‖𝜔(𝑓
𝑛

− 𝑓
𝑚

)‖
۱

< ε  

∀𝜀 > 0 ∃𝑀 ∈ ℕ ∀𝑚, 𝑛 ∈ ℕ  𝑚, 𝑛 > 𝑀  ⟹  ‖𝜔𝑓
𝑛

− 𝜔𝑓
𝑚

‖
۱

< ε   

باناخ است بنابر این    𝐿۱(𝐺)کوشی است و چون    𝐿۱(𝐺)ها در     {𝜔𝑓𝑛}ی  لذا دنباله یک فضای 

𝑔ها در آن همگرا است یعنی تابعی چون    {𝜔𝑓𝑛}ی دنباله ∈ 𝐿۱(𝐺)   چنان وجود دارد که 

𝑠. 𝑡  𝜔𝑓 = 𝑔 ⟹  𝑓 =
𝑔

𝜔
⟹  ω𝑓 =

𝜔𝑔

𝜔
= 𝑔 ∈ 𝐿۱(𝐺) ⟹ 

 ω𝑓 ∈ 𝐿۱(𝐺) ⟹  𝑓 ∈ 𝐿۱(𝐺, 𝜔)  
∀𝜀 > 0  ∃𝑀 ∈ ℕ  ∀𝑛 ∈ ℕ  𝑛 > 𝑀    ⟹   ‖𝜔𝑓

𝑛
− 𝑔‖

۱
< 𝜀   

∀𝜀 > 0  ∃𝑀 ∈ ℕ  ∀𝑛 ∈ ℕ  𝑛 > 𝑀    ⟹    ‖𝜔𝑓
𝑛

− 𝜔𝑓‖
۱

< 𝜀      

∀𝜀 > 0  ∃𝑀 ∈ ℕ  ∀𝑛 ∈ ℕ  𝑛 > 𝑀    ⟹    ‖𝜔(𝑓
𝑛

− 𝑓)‖
۱

< 𝜀   

∀𝜀 > 0  ∃𝑀 ∈ ℕ  ∀𝑛 ∈ ℕ  𝑛 > 𝑀    ⟹    ‖𝑓
𝑛

− 𝑓‖
𝜔

< 𝜀   

,L۱(𝐺ی کوشی در  لذا هر دنباله 𝜔)    همگرا است پسL۱(𝐺, 𝜔) .یک جبر باناخ است 

 .𝐺های بورل مختلط منظم روی  ی اندازهی همهعبارت است از مجموعه  𝑀(𝐺) همچنین 

 𝜆ی هار چپ  ی موضعی با اندازهیک گروه  توپولوژیک فشرده  𝐺: فرض کنید که    67-1تعریف  

,L۱(𝐺باشد. یک ضرب روی    𝐺یک وزن بر    𝜔باشد و فرض کنید که   𝜔)    به نام پیچش را به صورت

 : کنیمزیر تعریف می

∗: 𝐿۱(𝐺, 𝜔) × 𝐿۱(𝐺, 𝜔) ⟶ 𝐿۱(𝐺, 𝜔) 
(𝑓 ∗ 𝑔)(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑦)𝑔(𝑦−۱⬚

𝐺
𝑥)𝑑𝑦 . 

‖. ‖: 𝐿۱(𝐺, 𝜔) ⟶ [0, +∞) 
‖𝑓‖𝜔 = ‖𝑓𝜔‖۱ = ∫ |𝑓|۱𝑑𝜆 =

⬚

𝐺
‖𝑓𝜔‖۱ = ∫ |𝑓|۱𝑑𝜆

⬚

𝐺
.  

 λی هار چپ  ی موضعی با اندازهیک گروه توپولوژیک فشرده  𝐺: فرض کنید که    5-1ی  قضیه 

,L۱(𝐺گاه آنباشند   𝐺 دو وزن معادل  بر  𝛾 و   ωباشد. اگر   𝜔)      وL۱(𝐺, 𝛾)      به عنوان دو جبر

,L۱(𝐺باناخ دارای یکریختی جبری هستند   𝛾)≅ L۱(𝐺, 𝜔). 

 معادل هستند پس  𝛾 و  ωچون دو وزن   برهان :

∃𝑚, 𝑀 > 0 ∀𝑥 ∈ 𝐺  𝑚𝜔(𝑥) ≤ 𝛾(𝑥) ≤ 𝑀𝜔(𝑥) 
   کنیم :را به شکل زیر تعریف می 𝛹نگاشت 
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𝛹: 𝐿۱(𝐺, 𝜔) ⟶ 𝐿۱(𝐺, 𝛾)     𝑠. 𝑡   𝛹(𝑓) = 𝑓 

𝛹(𝑓)(𝑥) = 𝑓(𝑥)    ∀𝑥 ∈ 𝐺     
∀𝑓 ∈ 𝐿۱(𝐺, 𝜔)  ⟹ 𝜔𝑓 ∈ 𝐿۱(𝐺) ⟹ ∫ |𝜔(𝑥)𝑓(𝑥)|

⬚

𝐺
𝑑𝜆(𝑥) < ∞  ⟹

∫ |
𝛾(𝑥)

𝑀
𝑓(𝑥)| 𝑑𝜆(𝑥) ≤ ∫ |𝜔(𝑥)𝑓(𝑥)| 𝑑𝜆(𝑥)

⬚

𝐺
< ∞  ⟹ ∫ |

𝛾(𝑥)

𝑀
𝑓(𝑥)| 𝑑𝜆(𝑥)

⬚

𝐺
<

⬚

𝐺

∞ ⟹
۱
𝑀

∫ |𝛾(𝑥)𝑓(𝑥)|
⬚

𝐺
𝑑𝜆(𝑥) < ∞ ⟹ ∫ |𝛾(𝑥)𝑓(𝑥)|

⬚

𝐺
𝑑𝜆(𝑥) < ∞ ⟹ 𝛾𝑓 ∈

𝐿۱(𝐺)  ⟹  𝑓 ∈ 𝐿۱(𝐺, 𝛾)  

        
    خوشتعریف است.  𝛹لذا  

∀𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿۱(𝐺, 𝜔) 

𝛹(𝑓 + 𝑔)(𝑥) = (𝑓 + 𝑔)(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) = 𝛹(𝑓)(𝑥) + 𝛹(𝑔)(𝑥) =

(𝛹(𝑓) + 𝛹(𝑔))(𝑥)  ⟹   𝛹(𝑓 + 𝑔) = 𝛹(𝑓) + 𝛹(𝑔)   
∀α ∈ Ȼ 

𝛹(𝛼𝑓)(𝑥) = 𝛼𝑓(𝑥) = 𝛼𝛹(𝑓)(𝑥)  ⟹  𝛹(𝛼𝑓) = 𝛼𝛹(𝑓)  

𝛹(𝑓 ∗ 𝑔)(𝑥) = (𝑓 ∗ 𝑔)(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑦)𝑔(𝑦−۱𝑥)𝑑𝜆(𝑦) =
⬚

𝐺

∫ 𝛹(𝑓)(𝑦)𝛹(𝑔)(𝑦−۱𝑥) 𝑑𝜆(𝑦) = (𝛹(𝑓) ∗ 𝛹(𝑔))(𝑥)
⬚

𝐺
  ⟹  

  𝛹(𝑓 ∗ 𝑔) =  𝛹(𝑓) ∗ 𝛹(𝑔) 
𝛹(𝑓) = 𝛹(𝑔)  ⟹  𝑓 = 𝑔 ⟹  𝛹: ۱ − ۱  

∀ℎ ∈ 𝐿۱(𝐺, γ)  ⟹  γℎ ∈ 𝐿۱(G)  ⟹  ∫ γ(𝑦)|ℎ(y)|
⬚

𝐺
d𝜆(𝑦)  < ∞   

∫ 𝑚𝜔(𝑦)|ℎ(𝑦)|𝑑𝜆(𝑦)
⬚

𝐺
≤ ∫ 𝛾(𝑦)|ℎ(𝑦)|

⬚

𝐺
𝑑𝜆(𝑦) < ∞ ⟹

𝑚 ∫ 𝑚𝜔(𝑦)|ℎ(𝑦)|𝑑𝜆(𝑦)
⬚

𝐺
< ∞  

 ∫ 𝜔(𝑦)|ℎ(𝑦)|
⬚

𝐺
𝑑𝜆(𝑦) < ∞ ⟹  𝜔ℎ ∈ 𝐿۱(𝐺)  ⟹  ℎ ∈ 𝐿۱(𝐺)   

   پوشا است. 𝛹پس  

∃𝑚, 𝑀 > 0 ∀𝑥 ∈ 𝐺   𝑚𝜔(𝑥) ≤ 𝛾(𝑥) ≤ 𝑀𝜔(𝑥) 

∀ℎ ∈ 𝐿۱(𝐺, 𝛾)   ⟹ 𝛾ℎ ∈ 𝐿۱(𝐺) ⟹ ‖ℎ‖𝛾 = ‖𝛾ℎ‖۱ = ∫ 𝛾(𝑦)|ℎ(𝑦)|
⬚

𝐺
𝑑𝜆(𝑦) ≤

∫ 𝑀𝜔(𝑦)|ℎ(𝑦)|
⬚

𝐺
𝑑𝜆(𝑦) = 𝑀 ∫ 𝜔(𝑦)|ℎ(𝑦)|

⬚

𝐺
𝑑𝜆(𝑦) = 𝑀‖𝜔ℎ‖۱ =

𝑀‖ℎ‖𝜔  ⟹ ‖ℎ‖𝛾 ≤ 𝑀‖ℎ‖𝜔   
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‖ℎ‖𝛾 = ‖𝛾ℎ‖۱ = ∫ 𝛾(𝑦)|ℎ(𝑦)|𝑑𝜆(𝑦) ≥
⬚

𝐺 ∫ 𝑚𝜔(𝑦)|ℎ(𝑦)|𝑑𝜆(𝑦) =
⬚

𝐺

𝑚 ∫ 𝜔(𝑦)|ℎ(𝑦)|𝑑𝜆(𝑦)
⬚

𝐺
= 𝑚‖𝜔ℎ‖۱ = 𝑚‖ℎ‖𝜔  ⟹ 𝑚‖ℎ‖𝜔 ≤ ‖ℎ‖𝛾 ⟹ ∀ℎ ∈

𝐿۱(𝐺, 𝛾)   ⟹  𝑚‖ℎ‖𝜔 ≤ ‖ℎ‖𝛾 ≤  𝑀‖ℎ‖𝜔           
     

.‖پس دو نرم   ‖𝛾, ‖. ‖𝜔    با یکدیگر معادل هستند بنابر این دو فضای𝐿۱(G, ω) ,  𝐿۱(G, γ)     دارای

,𝐿۱(Gیکریختی جبر های باناخ هستند    ω) ≅ 𝐿۱(G, γ). 

اندازه پذیر    68-1تعریف   بورل  تابع  برگروه فشرده  𝜔: فرض کنید که    𝐺ی موضعی  یک وزن 

 باشد. در این صورت 

𝑀(𝐺, 𝜔) ≔ {𝜆 ∈ 𝑀(𝐺)  ;   ‖𝜆‖ω < ∞ }. 
‖. ‖: 𝑀(𝐺, 𝜔) ⟶ [0, +∞)    𝑠. 𝑡   ‖𝜇‖𝜔 = ∫ 𝜔(𝑡) 𝑑|𝜇|(𝑡)

⬚

𝐺
.   

 دهیم که این یک نرم است :  اکنون نشان می

 الف(  

‖𝜇‖𝜔 = 0 ⟹ ∫ 𝜔(𝑡) 𝑑|𝜇|(𝑡) = 0⬚

𝐺
 ;  𝜔 ≠ 0 ⟹  |𝜇| (𝐺) = 0 ⟹  |𝜇| = 0 ⟹

 𝜇 = 0        

𝜇 = 0 ⟹  |𝜇| = 0 ⟹  ∫ 𝜔(𝑡) 𝑑|𝜇|(𝑡)
⬚

𝐺

= 0 ⟹  ‖𝜇‖𝜔 = 0 

 ب(  

∀𝜇, 𝜆 ∈ 𝑀(𝐺, 𝜔) ‖𝜇 + 𝜆‖𝜔 = ∫ 𝜔(𝑡) 𝑑|𝜇 + 𝜆|(𝑡)

⬚

𝐺

≤ ∫ 𝜔(𝑡) 𝑑[|𝜇|(𝑡) + |𝜆|(𝑡)]

⬚

𝐺

≤ ∫ 𝜔(𝑡) 𝑑|𝜇|(𝑡) +

⬚

𝐺

∫ 𝜔(𝑡) 𝑑|𝜆|(𝑡) =

⬚

𝐺

‖𝜇‖𝜔+‖𝜆‖𝜔  

⟹  ‖𝜇 + 𝜆‖𝜔 ≤ ‖𝜇‖𝜔 + ‖𝜆‖𝜔 
 پ( 
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∀𝛼 ∈ Ȼ   ‖𝛼𝜇‖𝜔 = ∫ 𝜔(𝑡) 𝑑|𝛼𝜇|(𝑡)
⬚

𝐺

= ∫ |𝛼|𝜔(𝑡) 𝑑|𝜇|(𝑡)
⬚

𝐺

=  |𝛼| ∫ 𝜔(𝑡) 𝑑|𝜇|(𝑡)
⬚

𝐺

=  |𝛼|‖𝜇‖𝜔   ⟹ ‖𝛼𝜇‖𝜔 = |𝛼|‖𝜇‖𝜔 

       

,𝑀(𝐺پس این یک نرم روی   𝜔)  .است 

,𝑀(𝐺 و علاوه بر این  𝜔)   دوگان𝐶0(G,
۱
𝜔

 . [۱9]است (

‖. ‖: 𝐶0(𝐺,
۱
𝜔

) ⟶ [0, +∞[     𝑠. 𝑡   ‖𝑓‖  = 𝑠𝑢𝑝
𝑥є𝐺

|
𝑓(𝑥)

𝜔(𝑥)
| ∀𝑓 ∈ 𝐶0(𝐺,

۱
𝜔

) 

  الف(   

‖𝑓‖ = 0 ⟹  𝑠𝑢𝑝
𝑥є𝐺

|
𝑓(𝑥)

𝜔(𝑥)
| = 0 ⟹  𝑓(𝑥) = 0 ∀𝑥 ∈ 𝐺 ⟹  𝑓 = 0    

 ;  𝑓 = 0  ⟹  ∀𝑥 ∈ 𝐺   𝑓(𝑥) = 0 ⟹  𝑠𝑢𝑝
𝑥є𝐺

|
𝑓(𝑥)

𝜔(𝑥)
| = 0 ⟹  ‖𝑓‖ = 0 

  

 ب( 

∀𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶0(𝐺,
۱
𝜔

)  

‖𝑓 + 𝑔‖ = 𝑠𝑢𝑝
𝑥є𝐺

|
𝑓(𝑥)+𝑔(𝑥)

𝜔(𝑥)
| ≤ 𝑠𝑢𝑝

𝑥є𝐺
|

𝑓(𝑥)

𝜔(𝑥)
| +𝑠𝑢𝑝

𝑥є𝐺
|

𝑔(𝑥)

𝜔(𝑥)
| = ‖𝑓‖ + ‖𝑔‖  ⟹ ‖𝑓 + 𝑔‖ ≤

‖𝑓‖ + ‖𝑔‖  
 پ( 

 ∀𝛼 ∈ Ȼ   ∀𝑓 ∈ 𝐶0(𝐺, 𝜔) ‖𝛼𝑓‖ = 𝑠𝑢𝑝
𝑥є𝐺

|
𝛼𝑓(𝑥)

𝜔(𝑥)
| = 𝑠𝑢𝑝|𝛼|

𝑥є𝐺

|
𝑓(𝑥)

𝜔(𝑥)
| =

|𝛼| 𝑠𝑢𝑝
𝑥є𝐺

|
𝑓(𝑥)

𝜔(𝑥)
| = |𝛼|‖𝑓‖  ⟹ ‖𝛼𝑓‖ = |𝛼|‖𝑓‖ 

,𝐶0(𝐺پس این یک نرم روی  
۱
𝜔

 است.  (

 نماییم : اساسی را به صورت زیر تعریف می 𝑠𝑢𝑝اکنون  

𝐸𝑠𝑠𝑠𝑢𝑝𝑓 ≔ 𝑖𝑛𝑓
𝜇({𝑥: |𝑓(𝑥)|>𝑏})=0

𝑏     

𝐿∞(𝐺) ≔ {𝑓; پذیراندازه 𝑓: 𝐺 ⟶ Ȼ  𝑠. 𝑡  𝐸𝑠𝑠𝑠𝑢𝑝𝑓 < ∞} 
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𝐿∞(𝐺,
۱
𝜔

)  ≔ { 𝑓 ;
𝑓

𝜔
∈ 𝐿∞(𝐺)}   

,L∞(𝐺و همچنین  
۱
𝜔

,𝐿۱(𝐺دوگان    ( 𝜔)  [۱9]است  . 

𝐴یک    𝑋 یک جبر باناخ  و  𝐴فرض کنید که  :   69-1تعریف  − 𝐴     باناخ دو مدول روی𝐴  .باشد

 به طوری که   𝐷مشتق عبارت است از نگاشت خطی مانند  

𝐷: 𝐴 ⟶ 𝑋  ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴   ;   𝐷(𝑎𝑏) = 𝐷(𝑎)𝑏 + 𝑎𝐷(𝑏). 
𝐷(𝑎)𝑏 = 𝑆(𝐷(𝑎), 𝑏)       𝑆: 𝑋 × 𝐴 ⟶ 𝑋  
𝑎𝐷(𝑏) = 𝑇(𝑎, 𝐷(𝑏))       𝑇: 𝐴 × 𝑋 ⟶ 𝑋 

 داراند که  دو اپراتور خطی کران 𝑇, 𝑆که در آن  

∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴  ∀𝑥 ∈ 𝑋       𝑇(𝑎, 𝑇(𝑏, 𝑥)) = 𝑇(𝑎𝑏, 𝑥)    
∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴  ∀𝑥 ∈ 𝑋       𝑆(𝑆(𝑥, 𝑎), 𝑏) = 𝑆(𝑥, 𝑎𝑏)    

𝑋∗ = {ℎ; دار کران − :ℎ ، ℎ خطی  𝑋 ⟶ Ȼ}. 

𝐴یک    𝑋یک جبر باناخ باشد و    𝐴 :  فرض کنید که    70-1 تعریف  − 𝐴      باناخ دو مدول روی𝐴  

تابع مشتق   این صورت  :𝐷 باشد در  𝐴 ⟶ 𝑋  تقریبی می تور  را یک مشتق درونی  نامیم هرگاه 

(𝑥𝑖)   در𝑋  وجود داشته باشد که 

∀𝑎 ∈ 𝐴  𝐷(𝑎) = 𝑙𝑖𝑚
𝑖

𝑎𝑑𝑥𝑖
(𝑎).   

𝑎𝑑𝑥𝑖که در آن 
(𝑎) = 𝑎𝑥𝑖 − 𝑥𝑖𝑎  

به هر دوگان    𝐴نامیم هرگاه هر مشتق پیوسته از را میانگین پذیر می  𝐴: جبر باناخ   71 -1تعریف

𝐴 − 𝐴    -دو مدول باناخ درونی باشد  ، 

∀𝐷  𝐷: 𝐴 ⟶ 𝑋∗ ∃𝑦 ∈ 𝑋∗   ∀𝑎 ∈ 𝐴     𝐷(𝑎) = 𝑎𝑦 − 𝑦𝑎  ;  ∀𝑋∗  

𝐴به هر    𝐴نامیم هرگاه هر مشتق پیوسته از  را انقباض پذیر می  𝐴: جبر باناخ    72- 1تعریف   − 𝐴  

 ،  دو مدول باناخ درونی باشد-

∀𝐷  𝐷: 𝐴 ⟶ 𝑋  ∃𝑥 ∈ 𝑋    ∀𝑎 ∈ 𝐴     𝐷(𝑎) = 𝑎𝑥 − 𝑥𝑎    ;  ∀𝑋 
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را یک گروه میانگین پذیر    𝐺یک گروه باشد ، در این صورت    𝐺: فرض کنید که    73-1تعریف  

 چنان موجود باشد که  𝑀نامیم هرگاه نگاشت  می

𝑀: 𝐿∞∗
(𝐺) ⟶ Ȼ        𝑠. 𝑡     ‖𝑀‖ = ۱    𝑀(𝑓) = 𝑀( 𝑓𝑥

⬚ )     

𝐴به طور تقریبی میانگین پذیر است. اگر برای هر    𝐴: جبر باناخ    74- 1تعریف   − 𝐴    دو مدول

:𝐷 هر مشتق پیوسته  ∗𝑋 باناخی مانند   𝐴 ⟶ 𝑋∗  این جبر باناخ    [۶].تقریبا درونی باشد𝐴    به طور

پذیر کران میانگین  تور  تقریبی  اگر  است  𝑥𝑖)دار 
هر   (∗ که  نمود  انتخاب  بتوان طوری  را همواره 

(𝑎𝑑𝑥𝑖
,𝐵(𝐴نسبت به نرم روی   (∗ 𝑋∗) دار باشد.کران 

دار است ، اگر شرایط بالا برای  به طور تقریبی انقباض پذیر کران       𝐴جبر باناخ  :    75-1تعریف  

𝐴هر مشتق پیوسته در هر   − 𝐴    دو مدول باناخ 𝑋   .به دست آمده باشد  

,L1(Gهایی از میانگین پذیری برای جبر برلینگ  ویژگیگرونباک    [10]در   ω)     به دست آورده است

یک حالت از میانگین پذیر تقریبی و انقباض پذیر تقریبی برای جبرهای برلینگ      [7]همچنین در  

که   Ω   و وزن  𝜔ی به دست آمده توسط گرانباک برای وزن به دست آمده است همچنین از نتیجه

 در آن 

  Ω(𝑥) = 𝜔(𝑥)𝜔(𝑥−1)برای هر  𝑥  در 𝐺 ، نماید. ما به  نقش بسیار مهمی ایفا می Ω    متقارن ساز

𝜔 گوییم. می 

را    𝜔باشد    𝐺ی موضعی  یک وزن بر گروه توپولوژیک فشرده  𝜔: فرض کنید که    76- 1تعریف  

 نامیم هرگاه  می 𝐺یک وزن متقارن بر  

𝜔(𝑥−1) = 𝜔(𝑥)      ∀𝑥 ∈ 𝐺.  
این است که آیا سه مفهوم    - به طور تقریبی  سوال طبیعی  و میانگین پذیری  میانگین پذیری 

,𝐿1(𝐺  دار برای جبر برلینگدار و انقباض پذیری به طور تقریبی کرانکران 𝜔)  شوند.منطبق می 

,𝑳1(𝑮، جبر برلینگ    𝝎مانند    بر اساس نتایج این بحث برای یک وزن متقارن 𝝎)     انقباض پذیر

دار است اگر و تنها اگر میانگین پذیر باشد. از این رو در این مورد در اتصال  به طور تقریبی کران



 ۳۵   فصل اول: مقدمات 

 

 

ی ذکر شده در بالا توسط گرانباک دسته بندی کاملی از انقباض پذیری به طور تقریبی  با نتیجه

   دار داریم.کران

  𝐺باشد که با عمل    𝐺زیر مجموعه ای از     𝐻 یک گروه باشد و   𝐺: فرض کنید که    77- 1تعریف  

 است.  𝐺یک زیر گروه  𝐻تشکیل گروه دهد در این صورت  

 باشد اکنون اگر   𝐺یک زیر گروه  𝑁یک گروه باشد و   𝐺: فرض کنید که   78-۱تعریف 

∀𝑎 ∈ 𝐺  ∀ 𝑏 ∈ 𝑁  𝑎𝑏𝑎−1 ∈ 𝑁.   
  

𝑁یعنی  نرمال است. 𝐺در   𝑁است یعنی   𝐺یک زیر گروه نرمال   𝑁  گاهآن ⊲ 𝐺. 

که  :    79-1تعریف   کنید  اگر    𝐺فرض  باشد  گروه  گروه  𝐺یک  زیر  مانند  دارای  نرمالی  های 

  𝑁1, 𝑁2, … , 𝑁𝑘  باشد که     

 الف( 

∀𝑖 ∈ {1,2, … , 𝑘} 
 𝑁𝑖 ∩< 𝑁1 ∪ 𝑁2 ∪ … ∪ 𝑁𝑖−1 ∪ 𝑁𝑖+1 ∪ … ∪ 𝑁𝑘 >=< 𝑒 > 

 ب( 

𝐺 =< 𝑁1 ∪ 𝑁2 ∪ … ∪ 𝑁𝑘 > 
  

 است.  𝑁𝑘تا   𝑁1   حاصلضرب مستقیم ضعیف داخلی از  𝐺در این صورت  

𝐺 =⊕𝑖=1
𝑘 𝑁𝑖  

 یک گروه باشد هر یکریختی گروهی مانند  𝐺فرض کنید که  :   80- 1  تعریف

   𝑓: 𝐺 ⟶ 𝐺 .یک خودریختی است   

:𝑓یک گروه و    𝐺: فرض کنید که    81- 1تعریف   𝐺 ⟶ 𝐺    یک خودریختی باشد. در این صورت

𝑓(𝑉)نامیم هرگاه  پایا می 𝑓را نسبت به   𝑉 همسایگی  ⊆ 𝑉 . 
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𝑔یک گروه باشد و    𝐺فرض کنید که  :    82- 1تعریف   ∈ 𝐺  گاهآن   𝛷𝑔    را یک خودریختی درونی

 نامیم هرگاه می

  𝛷𝑔: 𝐺 ⟶ 𝐺   𝑠. 𝑡  𝛷𝑔(𝑥) = 𝑔𝑥𝑔−1. 
گوییم هرگاه یک همسایگی فشرده  گروه می  INیک    𝐺ی موضعی  ه گروه توپولوژیک و فشردهب

𝑒یعنی حول    𝐺حول عضو همانی گروه   ∈ 𝐺    طوری وجود داشته باشد که نسبت به هر خودریختی

 SINیک    𝐺باشد.   𝑉 ای از    زیر مجموعه  𝛷𝑔    ،  𝛷𝑔(𝑉)پایا باشد یعنی برای هر    𝐺درونی روی  

ها  طوری وجود داشته باشد که هر یک ازآن  𝐺از    𝑒های  گروه است هرگاه پایه ای از همسایگی

-دارای شبه  𝐿1(𝐺)است اگر     SINشبه   𝐺پایا باشند. گروه    𝐺های درونی  نسبت به خودریختی

یک    𝜔گروه و    SINشبه   𝐺دهیم که اگر  دار باشد. همچنین نشان میقریب همانی مرکزی کرانت

𝑙𝑖𝑚وزن متقارن باشد به طوری که  
𝑥⟶∞

𝜔(𝑥)𝜔(𝑥−1) = ,𝐿1(G   گاهآن  ∞ ω)    میانگین پذیر به طور

فرض   ℕدر  𝑛دار باشد. برای  دار است اگر و تنها اگر انقباض پذیر به طور تقریبی کرانتقریبی کران

باناخ  امین دوگان پیوسته 𝐴(𝑛)   𝑛کنید که   به طور طبیعی یک      𝐴(𝑛)است. فضای    𝐴ی جبر 

ضعیف میانگین پذیر است اگر هر مشتق پیوسته ای  -𝐴   𝑛دو مدول است. جبر  -  𝐴دوگان باناخ   

یک وزن    𝜔گروه آبلی و    𝐺مشخص شده است که اگر      [4]. در  [3]درونی باشد      𝐴(𝑛)به    𝐴از  

𝑖𝑛𝑓باشد و  
𝑛

𝜔 (
𝑥𝑛

𝑛
) = ,L1(Gاه   گنآ  𝐺    در  𝑥  برای هر   0 ω)   ۲- .ضعیف میانگین پذیر است

تری  نتایجی در این زمینه به دست آمده است. در پایان این پژوهش نتایج پیشرفته [14 ، 4.8]در 

 آوریم. نیز به دست می

 

 



  ۱بعد هاي از هم آلايده فصل دوم: 
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ها و  آلی جبرهای باناخ و جبرهای برلینگ، یکی از مسائل بنیادی شناخت ساختار ایدهدر مطالعه

آن با  روابط  همانی کرانها  انقباضتقریب  و  ایدهدار  است.  تقریبی  ویژه آلپذیری  به  بسته،  های 

های جبری و تحلیلی این بعد یک هستند، نقش بسیار مهمی در تحلیل ویژگیهایی که از همآن

گیریم،  را در نظر می A از I آل بستهو ایده K روی میدان A کنند. وقتی یک جبر باناخجبرها ایفا می

با نرم مشخص شده، خود یک جبر باناخ است و ابعاد آن به ما اطلاعات دقیقی   A/I قسمتحاصل

ایدهی همدرباره بودن  پایهآل میبعد  این مفاهیم  امکان میدهد.  ما  به  از  ای  با استفاده  تا  دهند 

تقریب توابع خطی و  به مسائل ابزارهای مشتق،  های همانی، ساختار جبر را بهتر درک کنیم و 

 .ها بپردازیمآلدار و تقریب همانی در ایدهپذیری تقریبی کرانتری مانند انقباضچیدهپی

ای در تحلیل توابع، نظریه ی این جبرها، علاوه بر اهمیت نظری، کاربردهای عملی گستردهمطالعه

که بر  G,1L) (ωو G,1L) (Ωها و جبرهای عملکردی دارد. برای مثال، در جبرهای برلینگگروه

دار، معادل با  پذیری و وجود تقریب همانی کراناند، میانگینهای محلی فشرده تعریف شدهگروه

بعد یک  های همآلی ایدهپذیری است که این امر ارتباط مستقیم با مطالعهبرخی شرایط انقباض

ی جبری  های همانی نه تنها یک مسئلهها و تقریبآلی ایدهدهد که مطالعهدارد. این امر نشان می

 .ها داردها و مشتقهای تابعی و همگرایی دنبالهمحض است، بلکه نقش کلیدی در تحلیل ویژگی

های تقریب همانی، شامل تقریب همانی چپ، راست و دوطرفه، و استفاده از  بررسی دقیق ویژگی

داری تورهای مشتق داخلی، نشان  و تحلیل کران Ψ به φ های جبری مانند توسیع تابعک توسعه

دار است. این نتایج بنیادی،  بعد یک، دارای تقریب همانی کرانآل بسته از همدهد که هر ایدهمی

کند و به درک بهتر  پذیر را هموار میهای پیوسته و ساختار جبر باناخ انقباضمسیر تحلیل مشتق

 .کندها کمک میهای همانی و مشتقها، تقریبآلوابستگی میان ایده

با   آن  ارتباط  و  برلینگ  جبرهای  برای  مختلف  شرایط  بودن  معادل  بررسی  این،  بر  علاوه 

میمیانگین نشان  گروه،  تقریبپذیری  و  جبری  تحلیل  ابزارهای  که  بر دهد  علاوه  همانی،  های 

نظری، می نظریه گروهکاربردهای  در  به حل مسائل پیچیده  نیز توانند  ها و جبرهای عملکردی 

مطالعه کنند.  میکمک  امکان  ما  به  مسائل  این  انقباضی  مانند  انتزاعی  مفاهیم  تا  پذیری  دهد 

ها را به شکلی ملموس و کاربردی در تحلیل جبرها و  آلدار و تقریب همانی در ایدهتقریبی کران



 ۳9   ۱بعد  از هم   یهاآل ده یفصل دوم: ا

 

 

های  های کوشی و مشتقعملکردهای تابعی به کار گیریم و چارچوبی منسجم برای تحلیل دنباله

 .پیوسته فراهم آوریم

دار  شود که با استفاده از ابزارهای فوق، تقریب همانی کرانی این مطالعه، نشان داده میدر ادامه

ای  بعد یک به طور دقیق قابل ساخت است و این نتایج به عنوان پایههای بسته از همآلبرای ایده

و بررسی میانگین برلینگ  بنیادی  پذیری گروهبرای تحلیل جبرهای  های محلی فشرده، اهمیت 

ی جبرهای باناخ و  ی نظری، چارچوبی کاربردی برای مطالعهها، علاوه بر جنبهدارند. این تحلیل

تری از رفتار توابع و ساختار  آورد و درک عمیقهای مختلف ریاضی فراهم میبرلینگ در زمینه

 .کندها ارائه میآلایده

 ها آلتعاریف مرتبط با جبر باناخ و ایده  .۱
باناخ روی میدان      𝐴 فرض کنید که :    01-2تعریف   یک    𝐼باشد و فرض کنید که    𝐾یک جبر 

𝐴باشد. در این صورت    𝐴ای از  آل بستهایده
𝐼⁄    یک جبر باناخ است و اگر بعد𝐴

𝐼⁄    به عنوان یک

مانند   طبیعی  عددی  برابر  برداری  آ  𝑚فضای  هم 𝐼 هگانباشد  صور  𝑚بعد  از  این  در  ت  است. 

 ، نویسیممی

dim
𝐾

𝐴
𝐼⁄ = 𝑚    ⟹    codim

𝐾
𝐼 = 𝑚      (𝑚 ∈ ℕ) 

𝐴
𝐼⁄ های زیر یک جبر باناخ است :  با نرم و عمل 

‖. ‖A

I

: 𝐴
𝐼⁄ ⟶ [0, +∞)  𝑠. 𝑡    ‖𝑎 + 𝐼‖𝐴

𝐼

= 𝑖𝑛𝑓
𝑥є𝐼

‖𝑎 + 𝑥‖𝐴         

+: 𝐴
𝐼⁄ × 𝐴

𝐼⁄ ⟶ 𝐴
𝐼⁄      𝑠. 𝑡       (𝑎 + 𝐼) + (𝑏 + 𝐼) = 𝑎 + 𝑏 + 𝐼        

. : 𝐴
𝐼⁄ × 𝐴

𝐼⁄ ⟶ 𝐴
𝐼⁄        𝑠. 𝑡      (𝑎 + 𝐼)(𝑏 + 𝐼) = 𝑎𝑏 + 𝐼        

. : Ȼ × 𝐴
𝐼⁄ ⟶ 𝐴

𝐼⁄            𝑠. 𝑡      𝛽(𝑎 + 𝐼) = 𝛽𝑎 + 𝐼     

𝑎‖  دهیم که اکنون نشان می + 𝐼‖𝐴

𝐼

= 𝑖𝑛𝑓
𝑥є𝐼

‖𝑎 + 𝑥‖𝐴   .یک نرم است 

𝑎حال فرض کنید که     + 𝐼 = 0𝐴
𝐼⁄       در این صورت 

𝒂 + 𝑰 = 0𝑨
𝑰⁄ = 𝑰   ⟹  ∃𝒙 ∈ 𝑰   𝒙 = −𝒂   ⟹  ‖𝒂 + 𝑰‖ = 𝐥𝐢𝐦

𝒙∈𝑰
‖𝒂 + 𝒙‖ = 0  
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𝒂‖ بر عکس  فرض کنید که   + 𝑰‖ = وجود دارد به طوری که     𝑰در    (𝒖𝒏)لذا دنباله ای مانند   0

‖𝒂 + 𝒖𝒏‖ → 𝒏وقتی که    0 → 𝒖𝒏−لذا    ∞ → 𝒂 ∈ 𝑨    وچون𝑰    بسته است پس𝒂 ∈ 𝑰    و در

𝒂نتیجه   + 𝑰 = 0𝑨
𝑰⁄  

‖𝜶(𝒂 + 𝑰)‖ = ‖𝜶𝒂 + 𝑰‖ = 𝒊𝒏𝒇
𝒙є𝑰

‖𝜶𝒂 + 𝒙‖ 

= 𝒊𝒏𝒇
𝒖є𝑰

‖𝜶𝒂 + 𝜶𝒖‖ = |𝜶| 𝒊𝒏𝒇
𝒖є𝑰

‖𝒂 + 𝒖‖ = |𝜶|‖𝒂 + 𝑰‖ 

∀𝒂, 𝒃 ∈ 𝑨 
‖𝒂 + 𝑰 + 𝒃 + 𝑰‖ = 𝒊𝒏𝒇

𝒙є𝑰
‖𝒂 + 𝒃 + 𝒙‖ = 𝒊𝒏𝒇

𝒙,𝒚є𝑰
‖𝒂 + 𝒃 + 𝒙 + 𝒚‖ 

≤ 𝒊𝒏𝒇
𝒙,𝒚є𝑰

(‖𝒂 + 𝒙‖ + ‖𝒃 + 𝒚‖) = ‖𝒂 + 𝑰‖ + ‖𝒃 + 𝑰‖ 

𝑨بنابر این تا اینجا این یک نرم روی 
𝑰⁄  .است 

‖(𝒂 + 𝑰)(𝒃 + 𝑰)‖ = ‖𝒂𝒃 + 𝑰‖ = 𝒊𝒏𝒇
𝒙,𝒚є𝑰

‖𝒂𝒃 + 𝑰‖ = 𝒊𝒏𝒇
𝒙,𝒚є𝑰

‖𝒂𝒃 + 𝒂𝒚 + 𝒙𝒃 + 𝒙𝒚‖  =

𝒊𝒏𝒇
𝒙,𝒚є𝑰

‖(𝒂 + 𝒙)(𝒃 + 𝒚)‖ ≤ 𝒊𝒏𝒇
𝒙,𝒚є𝑰

‖𝒂 + 𝒙‖‖𝒃 + 𝒚‖  = ‖𝒂 + 𝑰‖‖𝒃 + 𝑰‖  

𝑨پس  
𝑰⁄ ی  دار است. فرض کنید که دنبالهبا این نرم یک جبر نرم𝒂𝒏 + 𝑰    کوشی باشد در𝑨

𝑰⁄   

∀𝜺 > 0 ∃𝑵 ∈ ℕ  ∀𝒎, 𝒏 ≥ 𝑵 ⟹ ‖(𝒂𝒏 + 𝑰) − (𝒂𝒎 + 𝑰)‖ < 𝜺 ⟹  ‖𝒂𝒏 − 𝒂𝒎 + 𝑰‖  

< 𝜺 ⟹ 𝒊𝒏𝒇
𝒙є𝑰

‖𝒂𝒏 − 𝒂𝒎 + 𝒙‖ < 𝜺 ⟹  ∀𝜺 > 0  ∃𝑵 ∈ ℕ  ∀𝒎, 𝒏 ≥ 𝑵

⟹ 𝒊𝒏𝒇
𝒙,𝒚є𝑰

‖(𝒂𝒏 + 𝒙) − (𝒂𝒎 + 𝒚)‖𝑨 < 𝜺 

  𝑨یک فضای باناخ است لذا این دنباله در    𝑨کوشی است و چون    𝑨در این صورت این دنباله در   

  ،همگرا است

∃𝒃 ∈ 𝑨   𝒔. 𝒕   ∀𝜺 > 0 ∃𝑴 ∈ ℕ  ∀𝒏 > 𝑴  ⟹  𝒊𝒏𝒇
𝒙є𝑰

‖𝒃 − (𝒂𝒏 + 𝒙)‖𝑨 < 𝜺 

𝒃 = 𝒍𝒊𝒎
𝒏→∞

(𝒂𝒏 + 𝑰) = 𝒍𝒊𝒎
𝒏→∞

(𝒂𝒏 + 𝒙𝒏) = 𝒍𝒊𝒎
𝒏→∞

∑(𝒂𝒏 + 𝒙𝒏)

𝒏

𝒌=1

 ;  𝒙𝒏 ∈ 𝑰  ∀𝒏 ∈ ℕ 

‖𝒃 + 𝑰 − ∑ (𝒂𝒏 + 𝑰)𝒏
𝒌=1 ‖𝑨

𝑰

= ‖𝒃 − ∑ 𝒂𝒏 + 𝑰𝒏
𝒌=1 ‖𝑨

𝑰

= 𝒊𝒏𝒇
𝒙є𝑰

 ‖𝒃 − ∑ 𝒂𝒏 + 𝒙𝒏
𝒌=1 ‖𝑨 ≤ 

‖𝒃 − ∑ 𝒂𝒏 − ∑ 𝒙𝒏
𝒏
𝒌=1

𝒏
𝒌=1 ‖

𝑨
⟹ 𝒃 − ∑ (𝒂𝒏 + 𝒙𝒏)𝒏

𝒌=1 → 0 ⟹  ∃𝒃 + 𝑰 ∈

𝑨
𝑰⁄    𝒔. 𝒕  ∀𝜺 > 0  ∃𝑴 ∈ ℕ   ∀𝒎, 𝒏 > 𝑴   ⟹   ‖(𝒂𝒏 + 𝑰) − (𝒃 + 𝑰)‖ < 𝜺 

𝑨ی کوشی در  لذا هر دنباله
𝑰⁄   همگرا است پس𝑨

𝑰⁄ .یک جبر باناخ است 
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کران پذیر  انقباض  باناخ  جبر  شناخت  کرانبرای  همانی  تقریب  یک  باید  شناخت دار  را  . [2]دار 

دار نباشد  آل بسته مکمل شده از یک جبر ممکن است دارای تقریب همانی کراندانیم ایدهمی

بعد متناهی از یک جبر تقریب  آل های بسته از هماین همچنان یک سول باز است که ایده.  [7]

ی مشخصی  باشد متعاقب آن ما نتیجه  ۱بعد  آل از هماما اگر ایده.  [17]دار است یا خیر  همانی کران

 ی میانگین پذیرتقریبی از جبرهای برلینگ خواهیم داشت.با مطالعه

 

وجود    𝑨از    𝑱آلی مانند  باشد. اگر ایده  𝑨آلی از  ایده  𝑰یک جبر و    𝑨: فرض کنید که     02-2تعریف  

𝑨داشته باشد به طوری که   = 𝑰 ⊕ 𝑱 گوییم  می گاهآن𝑰, 𝑱 اند.مکمل شده   

 (Approximate Identity) تقریب همانیتعاریف مرتبط با  .۲
یک تور مانند     𝑨 دار باشد، تقریب همانی چپ برای یک جبر نرم  𝑨که  : فرض کنید    03-2تعریف  

𝒗𝜶   است که 

∀𝒙 ∈ 𝑨 ⟹  𝒗𝜶𝒙 → 𝒙. 

یک تور     𝑨 برایدار باشد، تقریب همانی راست  یک جبر نرم  𝑨: فرض کنید که    04-2تعریف  

 است که   𝒗𝜶مانند  

∀𝒙 ∈ 𝑨 ⟹  𝒙𝒗𝜶 → 𝒙.  

یک تور    𝑨 دار باشد، تقریب همانی دو طرفه براییک جبر نرم 𝑨فرض کنید که :   05-2تعریف  

 است که   𝒗𝜶مانند  

∀𝒙 ∈ 𝑨 ⟹  𝒗𝜶𝒙 → 𝒙   ;   𝒙𝒗𝜶 → 𝒙.   
 𝑰دار باشد. اگر پذیر به طور تقریبی کران  یک جبر باناخ انقباض 𝑨فرض کنید که   : 1-2 یه قضی

 دار است. دارای تقریب همانی کران 𝑰باشد ، آنگاه   ۱بعد و از هم 𝑨آل بسته  یک ایده



 های برلینگ های تعمیم یافته میانگین پذیری از جبر ویژگی 4۲

 

 دار تعاریف مرتبط با نُرم و جبر باناخ نرم .۳

یه یقض 3.3 ] بنابر    برهان :  2]   𝑨    دار مانند  تقریب همانی کرانیک(𝒆𝒊)    دارد و از این که𝑰 

است و بنابر قضیه ای یک تابعک   𝑨آل ماکسیمال از  یک ایده   𝑰 است.  ۱بعد  آل بسته از همیک ایده

𝑰موجود است به طوری که   𝑨بر  𝝋خطی ضربی مانند   = 𝑲𝒆𝒓𝝋 

𝝋: 𝑨 ⟶ Ȼ    

∀𝝀 ∈ Ȼ  ∀𝒙, 𝒚 ∈ 𝑨 
𝝋(𝝀𝒙                                                    الف(                    + 𝒚) = 𝝀𝝋(𝒙) + 𝝋(𝒚 )   

.𝝋(𝒙ب(     𝒚) = 𝝋(𝒙)𝝋(𝒚)                                                                                                         

#𝑨فرض کنید که    = 𝑨 ⊕ Ȼ𝒆   از 𝑨   دار شده است و  یک𝒆  عضو همانی 𝑨 ⊕ Ȼ.است  

+: 𝑨 ⊕ Ȼ𝒆 ×  𝑨 ⊕ Ȼ𝒆 ⟶  𝑨 ⊕ Ȼ𝒆    𝒔. 𝒕      𝒂 + 𝝀𝒆 + 𝒃 + 𝝁𝒆 = 𝒂 + 𝒃 + (𝝀 + 𝝁)𝒆 
. : Ȼ ×  𝑨 ⊕ Ȼ𝒆 ⟶  𝑨 ⊕ Ȼ𝒆        𝒔. 𝒕       𝜶(𝒂 + 𝝀𝒆) = 𝜶𝒂 + (𝜶𝝀)𝒆                   

. : 𝑨 ⊕ Ȼ𝒆 ×  𝑨 ⊕ Ȼ𝒆 ⟶  𝑨 ⊕ Ȼ𝒆     𝒔. 𝒕   (𝒂 + 𝝀𝒆)(𝒃 + 𝝁𝒆)

= 𝒂𝒃 + 𝝁𝒂 + 𝝀𝒃 + (𝝀𝝁)𝒆 
‖. ‖𝑨⊕Ȼ𝒆: 𝑨 ⊕ Ȼ𝒆 ⟶ [0, +∞)   𝒔. 𝒕      ‖𝒂 + 𝝀𝒆‖ = ‖𝒂‖𝑨 + |𝝀|             

𝒆 ∈ 𝑨 ⊕ Ȼ   𝐞 = (0,1) 0 ∈ 𝐀  ;   1 ∈ Ȼ     
 وسیع دهیم : ت 𝜳  را به 𝝋توانیم که  ما می

𝜳: 𝑨 ⊕ Ȼ𝒆 ⟶ Ȼ     𝒔. 𝒕   𝜳(𝒂 + 𝝀𝒆) = 𝝋(𝒂) + 𝝀  

 ∀𝒂 + 𝝀𝒆 ∈ 𝑨 ⊕ Ȼ𝒆            ∀𝒂 ∈ 𝑨   ∀𝝀 ∈ Ȼ        
 خطی ضربی فرض شده است. در واقع   𝜳نیز یک تابعک خطی ضربی است زیرا   𝝋که  

𝜳[𝒛(𝒂 + 𝝀𝒆) + (𝒃 + 𝝁𝒆)] = 𝜳[𝒛𝒂 + 𝒛𝝀𝒆 + 𝒃 + 𝝁𝒆] = 𝜳[𝒛𝒂 + 𝒃 +

(𝒛𝝀 + 𝝁)𝒆] = 𝝋(𝒛𝒂 + 𝒃) + 𝒛𝝀 + 𝝁 = 𝝋(𝒛𝒂) + 𝝋(𝒃) + 𝒛𝝀 + 𝝁 = 𝒛𝝋(𝒂) +

𝝋(𝒃) + 𝒛𝝀 + 𝝁 = 𝒛(𝝋(𝒂) + 𝝀) + 𝝋(𝒃) + 𝝁 = 𝒛𝜳[𝒂 + 𝝀𝒆] + 𝜳[𝒃 + 𝝁𝒆]  

 برد. ضرب را به ضرب می 𝜳از طرفی دیگر  

   𝜳[(𝒂 + 𝝀𝒆)(𝒃 + 𝝁𝒆)] = 𝜳[𝒂𝒃 + 𝝀𝒃 + 𝝁𝒂 + (𝝀𝝁)𝒆] = 𝝋(𝒂𝒃 + 𝝀𝒃 + 𝝁𝒂) +

𝝀𝝁 = 𝝋(𝒂)𝝋(𝒃) + 𝝀𝝋(𝒃) + 𝝁𝝋(𝒂) + 𝝀𝝁 = (𝝋(𝒂) + 𝝀)(𝝋(𝒃) + 𝝁) = 𝜳[𝒂 +

𝝀𝒆]. 𝜳[𝒃 + 𝝁𝒆] 

∀𝒛 ∈ Ȼ  ∀(𝒂 + 𝝀𝒆), (𝒃 + 𝝁𝒆) ∈ 𝑨 ⊕ Ȼ𝒆 
 با فرض این که 

 𝑱 = 𝑲𝒆𝒓𝜳 = {𝒂 + 𝝀𝒆 ;  𝜳(𝒂 + 𝝀𝒆) = 0} = {𝒂 + 𝝀𝒆 ;  𝝋(𝒂) + 𝝀 = 0} 
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𝑱    به عنوان زیر فضایی از𝑨 ⊕ Ȼ𝒆  است. در واقع    ۱بعد  از هم𝑨 ⊕ Ȼ𝒆 = 𝑱 ⊕ Ȼ𝒆     و𝑱 ⊕ Ȼ𝒆   

#𝑱 یکریخت است یعنی  #𝑱   با    ≅ 𝑱 ⊕ Ȼ𝒆 . 

 دار پذیری تقریبی کرانمفاهیم مرتبط با مشتق و انقباض .۴
 مشتق است.  𝑫دار است پس  انقباض پذیر به طور تقریبی کران #𝑨 اکنون  

𝑨

𝑰
=< 𝒙 + 𝑰 >= {𝜶𝒙 + 𝑰 ;  𝜶 ∈ Ȼ}  𝒂 + 𝑰 = 𝜷𝒙 + 𝑰 ⟹ 𝒂 − 𝜷𝒙 ∈ 𝑰 ⟹ ∃𝒚 ∈

𝑰   𝒔. 𝒕   𝒂 − 𝜷𝒙 = 𝒚  ⟹  𝒂 = 𝜷𝒙 + 𝒚 ;            
 𝒂 + 𝒛𝒆 = 𝜷𝒙 + 𝒚 + 𝒛𝒆 + 𝜷𝝋(𝒙)𝒆 − 𝜷𝝋(𝒙)𝒆 = 𝜷𝒙 + 𝒚 − 𝜷𝝋(𝒙)𝒆 + (𝒛 +

𝜷𝝋(𝒙))𝒆 ; 𝜳(𝜷𝒙 + 𝒚 − 𝜷𝝋(𝒙)𝒆) = 𝝋(𝜷𝒙 + 𝒚) − 𝜷𝝋(𝒙) = 𝜷𝝋(𝒙) + 𝝋(𝒚) −

𝜷𝝋(𝒙) = 𝜷𝝋(𝒙) + 0 − 𝜷𝝋(𝒙) = 0    
𝒚 ∈ 𝑲𝒆𝒓𝝋   ⟹  𝜷𝒙 + 𝒚 − 𝜷𝝋(𝒙)𝒆 ∈ 𝑲𝒆𝒓𝜳 = 𝑱 ⟹ ∀𝒂 + 𝒛𝒆 ∈ 𝑨 ⊕ Ȼ𝒆 ⟹

𝒂 + 𝒛𝒆 ∈ 𝑱 ⊕ Ȼ𝒆   
  

𝑨 ⊕ Ȼ𝒆 = 𝑨# = 𝑱 ⊕ Ȼ𝒆 
 ∀𝑫 ;  𝑫: 𝑨 ⟶ 𝑿    ∃(𝒙𝒊)   ∀𝒂 ∈ 𝑨 𝑫(𝒂) = 𝒍𝒊𝒎

𝒊
(𝒂𝒙𝒊 − 𝒙𝒊𝒂)         

𝑫: 𝑨# ⟶ 𝑿           𝑫((𝒂 + 0𝒆)(𝒃 + 0𝒆))

= 𝑫(𝒂 + 0𝒆)(𝒃 + 0𝒆) + (𝒂 + 0𝒆)𝑫(𝒃 + 0𝒆) 

 𝑻: 𝑨# × 𝑿 ⟶ 𝑿  ∀𝒙 ∈ 𝑿 ∀𝒂 + 𝝀𝒆, 𝒃 + 𝝁𝒆 ∈ 𝑨#    𝑻(𝒂 + 𝝀𝒆, 𝑻(𝒃 + 𝝁𝒆, 𝒙)) =

𝑻((𝒂 + 𝝀𝒆)(𝒃 + 𝝁𝒆), 𝒙)      
    𝑺 = 𝑻│𝑨   𝑺: 𝑨 × 𝑿 ⟶ 𝑿   ∀𝒙 ∈ 𝑿      ∀𝒂, 𝒃 ∈ 𝑨  𝑺(𝒂, 𝑺(𝒃, 𝒙)) = 𝑺(𝒂𝒃, 𝒙) ⟹

𝑫(𝒂𝒃) = 𝑫((𝒂 + 0𝒆)(𝒃 + 0𝒆)) = 𝑫(𝒂 + 0𝒆)(𝒃 + 0𝒆) + (𝒂 + 0𝒆)𝑫(𝒃 + 0𝒆) =

𝑫(𝒂)𝒃 + 𝒂𝑫(𝒃)      
 باید نشان دهیم که 

∃(𝒉𝒊)  ∀𝒂 + 𝒛𝒆 ∈ 𝑨#   𝑫(𝒂 + 𝒛𝒆) = 𝒍𝒊𝒎
𝒊

(𝒂 + 𝒛𝒆)𝒉𝒊 − 𝒉𝒊 (𝒂 + 𝒛𝒆)       

𝑫(𝒂 + 𝒛𝒆) = 𝑫(𝒂) + 𝒛𝑫(𝒆) = 𝒍𝒊𝒎
𝒊

𝒂𝒙𝒊 − 𝒙𝒊𝒂 + 𝒛(𝒍𝒊𝒎
𝒊

𝒆𝒙𝒊 − 𝒙𝒊𝒆) =

𝒍𝒊𝒎
𝒊

𝒂𝒙𝒊 − 𝒙𝒊𝒂 + 𝒛𝒆𝒙𝒊 − 𝒛𝒙𝒊𝒆  = 𝒍𝒊𝒎
𝒊

(𝒂 + 𝒛𝒆) 𝒙𝒊 − 𝒙𝒊 (𝒂 + 𝒛𝒆)    

𝒉𝒊 پس با انتخاب   = 𝒙𝒊 شود که ثابت می 

∀𝑫   𝑫: 𝑨 ⊕ Ȼ𝒆 ⟶ 𝑿  ∃(𝒉𝒊) ∀𝒂 + 𝒛𝒆 ∈ 𝑨 ⊕ Ȼ𝒆     𝑫(𝒂 + 𝒛𝒆)

= 𝒍𝒊𝒎
𝒊

((𝒂 + 𝒛𝒆)𝒉𝒊 − 𝒉𝒊 (𝒂 + 𝒛𝒆)) 
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نیز همچنین یعنی هر مشتق پیوسته ای    𝑨دار است.  انقباض پذیر به طور تقریبی کران   #𝑨پس

#𝑨  به هر  #𝑨از    𝑫مانند تابع مشتق   − 𝑨#   باناخ دو مدول𝑿    یک تقریب درونی است و توری

در    (𝒉𝒊)مانند   می  𝑿را  طوری  تور همواره  که   نمود  انتخاب  𝒂𝒅𝒉𝒊 توان 
روی         نرم  به  نسبت 

𝑩(𝑨, 𝑿) دار باشد.  کران 

‖𝒂𝒅𝒉𝒊
‖ = 𝒔𝒖𝒑

‖𝒃‖𝑨≤1
‖𝒂𝒅𝒉𝒊

(𝒃)‖ < ∞ 

 ∃𝑻: 𝑨# × 𝑿 ⟶ 𝑿      𝑻(𝒂 + 𝝀𝒆, 𝑻(𝒃 + 𝝁𝒆, 𝒙)) = 𝑻((𝒂 + 𝝀𝒆)(𝒃 + 𝝁𝒆), 𝒙) =

𝑻(𝒂𝒃 + 𝝀𝒃 + 𝝁𝒂 + 𝝀𝝁, 𝒙)   
 ∃𝑺: 𝑿 × 𝑨# ⟶ 𝑿    𝑺(𝑺(𝒙, 𝒂 + 𝝀𝒆), 𝒃 + 𝝁𝒆) = 𝑺(𝒙, (𝒂 + 𝝀𝒆)(𝒃 + 𝝁𝒆)) =

𝑺(𝒙, 𝒂𝒃 + 𝝀𝒃 + 𝝁𝒂 + 𝝀𝝁)      

∃(𝒙𝒊)  ∀𝒂 ∈ 𝑨  𝑫(𝒂) =  𝒍𝒊𝒎
𝒊

𝒂𝒅𝒙𝒊
(𝒂) = 𝒍𝒊𝒎

𝒊
𝒂𝒙𝒊 − 𝒙𝒊𝒂   

تابع مشتق   𝑨به هر    𝑨از    𝑫و هر مشتق پیوسته ای مانند  − 𝑨    باناخ دو مدول𝒀    یک تقریب

𝒂𝒅𝒈𝒊 توان انتخاب نمود که تور همواره طوری می 𝒀را در   (𝒈𝒊)درونی است و توری مانند  
نسبت  

,𝑩(𝑨به نرم روی   𝒀) دار باشد.  کران 

‖𝒂𝒅𝒈𝒊
‖ = 𝒔𝒖𝒑

‖𝒃‖𝑨≤1
‖𝒂𝒅𝒈𝒊

(𝒃)‖ < ∞ 

 ∃𝑳: 𝑨 × 𝒀 ⟶ 𝒀    𝑳(𝒂, 𝑳(𝒃, 𝒚)) = 𝑳(𝒂𝒃, 𝒚)     
∃𝑲: 𝒀 × 𝑨 ⟶ 𝒀   𝑲(𝑲(𝒚, 𝒂), 𝒃) = 𝑲(𝒚, 𝒂𝒃)   
∃(𝒚

𝒊
)  ∀𝒂 ∈ 𝑨  𝑫(𝒂) =  𝒍𝒊𝒎

𝒊
𝒂𝒅𝒚𝒊

(𝒂) = 𝒍𝒊𝒎
𝒊

𝒂𝒚
𝒊

− 𝒚
𝒊
𝒂  

𝑱  به طور تقریبی کران انقباض پذیر  زیرا  نیز   ، #𝑨 دار است  ≅ 𝑱#  لذا𝑱#     انقباض پذیر تقریبی

 دار است ، پس کران

 ∀𝑷: 𝑱# ⟶ 𝑿   ∃(𝒉𝒊) ⊆ 𝑿   𝒔. 𝒕  ∀𝒂 + 𝝀𝒆 ∈ 𝑱#  

𝑷(𝒂 + 𝝀𝒆) =  𝒍𝒊𝒎
𝒊

((𝒂 + 𝝀𝒆) 𝒉𝒊 − 𝒉𝒊 (𝒂 + 𝝀𝒆))   

𝑺: 𝑱 × 𝑿 ⟶ 𝑿   𝑺(𝒂, 𝑺(𝒃, 𝒙)) = 𝑺(𝒂𝒃, 𝒙)   𝑻: 𝑱# × 𝑿 ⟶ 𝑿                   

𝑻(𝒂 + 𝝀𝒆, 𝒙) ≔ 𝑺(𝒂, 𝒙) + 𝑼(𝝀, 𝒙) 
𝑼: Ȼ × 𝑿 ⟶ 𝑿            

𝒂) تابع ضرب اسکالر است. بنابر این    𝑼یعنی   + 𝝀𝒆)𝒙 = 𝒃. 𝒙 + 𝝀. 𝒙    فرض کنید که𝑫    یک

 دو مدول است.  -𝑱باناخ   𝑿باشد که   𝐗به   𝑱تابع مشتق پیوسته از  
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𝑫: 𝑱 ⟶ 𝑿     𝑫 = 𝑷│𝑱: 𝑱 ⟶ 𝑿   𝑫(𝒂) = 𝑷(𝒂 + 𝝀𝒆) =  𝒍𝒊𝒎
𝒊

((𝒂 + 𝝀𝒆)𝒉𝒊 −

𝒉𝒊 (𝒂 + 𝝀𝒆)) = 𝒍𝒊𝒎
𝒊

(𝒂𝒉𝒊 + 𝝀𝒉𝒊 − 𝒉𝒊𝒂 − 𝝀𝒉𝒊) = 𝒍𝒊𝒎
𝒊

𝒂𝒉𝒊 − 𝒉𝒊𝒂           

جبر باناخ    𝑱دو مدول یک به طور تقریبی درونی است. بنابر این  -𝑱به هر باناخ    𝑱لذا هر مشتق از  

 دارد.  𝒋𝜶دار مانند  یک تقریب همانی کران 𝑱انقباض پذیر است پس  

α    𝒋𝜶که برای هر  = 𝒂𝜶 + 𝒄𝜶𝒆   به ازای𝒂𝜶 ∈ 𝑨   و𝒄𝜶 ∈ Ȼ  به طوری که 

   𝒄𝜶 = −𝝋(𝒂𝜶). 

∃(𝒋
𝜶

)     ∀𝒙 ∈ 𝑱  𝒙𝒋
𝜶

− 𝒙 → 0   𝒋
𝜶

𝒙 − 𝒙 → 0   ∀𝜶   𝒋
𝜶

= 𝒂𝜶 + 𝒄𝜶𝒆   
 ∀𝒂𝜶 ∈ 𝑨 

∀𝒄𝜶 ∈ Ȼ    𝒔. 𝒕   𝒄𝜶 = −𝝋(𝒂𝜶) 
  𝝋: 𝑨 ⟶ Ȼ             

𝝋̃: 𝑨 ⊕ Ȼ𝒆 ⟶ Ȼ     𝒔. 𝒕   𝝋̃(𝒂 + 𝝀𝒆) = 𝝋(𝒂) + 𝝀     

∀𝒂 + 𝝀𝒆 ∈ 𝑨 ⊕ Ȼ𝒆    ∀𝒂 ∈ 𝑨  ,    ∀𝝀 ∈ Ȼ   

         

𝒋𝜶 ∈ 𝑱 ⟹  𝒂𝜶 + 𝒄𝜶𝒆 ∈ 𝑱 = 𝑲𝒆𝒓𝝋̃   ⟹  𝝋̃(𝒂𝜶 + 𝒄𝜶𝒆) = 0    𝝋(𝒂𝜶) +  𝒄𝜶 = 0 ⟹

 𝒄𝜶 = −𝝋(𝒂𝜶)    
𝒋𝜶 = 𝒂𝜶 + 𝒄𝜶𝒆 = 𝒂𝜶 + (−𝝋(𝒂𝜶))𝒆 = 𝒂𝜶 − 𝝋(𝒂𝜶)𝒆 ⟹ 𝒋𝜶 = 𝒂𝜶 − 𝝋(𝒂𝜶)𝒆   

𝝋̃(𝒋𝜶) = 𝝋̃(𝒂𝜶 + 𝒄𝜶𝒆) = 𝝋(𝒂𝜶) +  𝒄𝜶 = 𝝋(𝒂𝜶) − 𝝋(𝒂𝜶) = 0 ⟹ 𝒂𝜶 + 𝒄𝜶𝒆 ∈
𝑱 = 𝑲𝒆𝒓𝝋̃ ⊆ 𝑨 ⊕ Ȼ𝒆     

𝝋(𝒆𝒊)دار است پس  یک تقریب همانی کران  (𝒆𝒊)از طرف دیگر چون   ⟶    𝑬𝒊 ی. اگر مجموعه1

𝑬𝒊را به شکل   = 𝝋(𝒆𝒊)
−1𝒆𝒊

حفظ    𝑨دار را برای  تقریب همانی کران  (𝑬𝒊)اه  گ نتعریف کنیم آ    

𝝋(𝑬𝒊) کند و می =  .𝒊 برای هر  1

‖𝑬𝒊‖ = ‖𝝋(𝒆𝒊)−1𝒆𝒊‖ < 𝑵  

∀𝒙 ∈ 𝑨  𝒍𝒊𝒎
𝒊

(𝒙𝑬𝒊 − 𝒙) = 𝒍𝒊𝒎
𝒊

(𝒙𝝋(𝒆𝒊)
−1𝒆𝒊 − 𝒙) = 𝒍𝒊𝒎

𝒊
(𝒙𝝋(𝒆𝒊)

−1𝒆𝒊 −

𝝋(𝒆𝒊)
−1𝒙) = 𝒍𝒊𝒎

𝒊
𝝋(𝒆𝒊)

−1(𝒙𝒆𝒊 − 𝒙) = 0   

∀𝒙 ∈ 𝑨  𝒍𝒊𝒎
𝒊

(𝑬𝒊𝒙 − 𝒙) = 𝒍𝒊𝒎
𝒊

(𝝋(𝒆𝒊)
−1𝒆𝒊𝒙 − 𝒙) = 𝒍𝒊𝒎

𝒊
(𝝋(𝒆𝒊)

−1𝒆𝒊𝒙 −

𝝋(𝒆𝒊)
−1𝒙) = 𝒍𝒊𝒎

𝒊
𝝋(𝒆𝒊)

−1(𝒆
𝒊
𝒙 − 𝒙) = 0  

∀𝒙     𝒙 = 𝒍𝒊𝒎
𝒊

𝜶𝒊𝒙     𝒔. 𝒕  𝜶𝒊 → 1 

𝝋(𝑬𝒊) = 𝝋(𝝋(𝒆𝒊)
−1𝒆𝒊) = 𝝋(𝒆𝒊)−1𝝋(𝒆𝒊) =

𝝋(𝒆𝒊)

𝝋(𝒆𝒊)
 = 1   

∀𝒙 ∈ 𝑨   𝒙𝒆𝒊 − 𝒙 → 0  ;   𝒆𝒊𝒙 − 𝒙 → 0    
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𝒃𝜶,𝒊فرض کنید که                                                  = 𝒂𝜶 + 𝒄𝜶𝑬𝒊. 

‖𝒃𝜶,𝒊‖ = ‖𝒂𝜶 + 𝒄𝜶𝑬𝒊‖𝑨⊕Ȼ𝒆 = ‖𝒂𝜶 + 𝒄𝜶𝝋(𝒆𝒊)
−1𝒆𝒊‖ = ‖𝒂𝜶‖𝑨 + |𝒄𝜶𝝋(𝒆𝒊)−1𝒆𝒊| 

‖𝒋𝜶‖ = ‖𝒂𝜶 + 𝒄𝜶𝒆‖ = ‖𝒂𝜶‖ + |𝒄𝜶| < 𝑴 ⟹   ‖𝒂𝜶‖ < 𝑴    ∀𝜶 ; |𝒄𝜶| < 𝑴      

⟹  ‖𝒂𝜶‖𝑨 + |𝒄𝜶𝝋(𝒆𝒊)
−1𝒆𝒊| = ‖𝒂𝜶‖𝑨 + |𝒄𝜶||𝝋(𝒆𝒊)−1𝒆𝒊| < 𝑴 + 𝑴𝑵  

𝝋(𝒆𝒊)
−1 → 1  ;  ‖𝒆𝒊‖ < 𝑵       𝑴, 𝑵 ∈ ℕ          

𝒋𝜶𝒇دهیم که  دار است. نشان میکران 𝑰در   (𝒃𝜶,𝒊)دراین صورت تور   → 𝒇   و𝒇𝒋𝜶 → 𝒇  برای هر 

 𝒇 ∈ 𝑰 دهیم که . باید نشان 

𝒃𝜶,𝒊𝒇 = (𝒂𝜶 + 𝒄𝜶𝑬𝒊)𝒇 = 𝒂𝜶𝒇 + 𝒄𝜶𝑬𝒊𝒇 ≟ 𝒋𝜶𝒇 + 𝒄𝜶𝑬𝒊𝒇 − 𝒄𝜶𝒇 = 𝒋𝜶𝒇 + 𝒄𝜶(𝑬𝒊𝒇 −

𝒇) → 𝒇  
𝒇𝒃𝜶,𝒊 = 𝒇(𝒂𝜶 + 𝒄𝜶𝑬𝒊) = 𝒇𝒂𝜶 + 𝒇𝒄𝜶𝑬𝒊 ≟ 𝒇𝒋𝜶 + 𝒇𝒄𝜶𝑬𝒊 − 𝒇𝒄𝜶 = 𝒇𝒋𝜶 + 𝒄𝜶(𝒇𝑬𝒊 −

𝒇) → 𝒇  
𝒃𝜶,𝒊𝒇دهیم که  ابتدا نشان می = (𝒂𝜶 + 𝒄𝜶𝑬𝒊)𝒇  و𝒇𝒃𝜶,𝒊 = 𝒇(𝒂𝜶 + 𝒄𝜶𝑬𝒊) 

𝒋𝜶𝒇 + 𝒄𝜶𝑬𝒊𝒇 − 𝒄𝜶𝒇 = 𝒂𝜶𝒇 + 𝒄𝜶𝒆𝒇 + 𝒄𝜶𝑬𝒊𝒇 − 𝒄𝜶𝒇 = (𝒂𝜶 + 𝒄𝜶𝒆 + 𝒄𝜶𝑬𝒊 − 𝒄𝜶𝒆)𝒇

= (𝒂𝜶 + 𝒄𝜶𝑬𝒊)𝒇 = 𝒃𝜶,𝒊𝒇 
𝒇𝒋𝜶 + 𝒇𝒄𝜶𝑬𝒊 − 𝒇𝒄𝜶 = 𝒇𝒂𝜶 + 𝒇𝒄𝜶𝒆 + 𝒇𝒄𝜶𝑬𝒊 − 𝒇𝒄𝜶 = 𝒇(𝒂𝜶 + 𝒄𝜶𝒆 + 𝒄𝜶𝑬𝒊 −

𝒄𝜶𝒆) = 𝒇(𝒂𝜶 + 𝒄𝜶𝑬𝒊) = 𝒇𝒃𝜶,𝒊  

𝒇 ∈ 𝑰 ⟹ 𝒇 ∈ 𝑨 ⟹ 𝑬𝒊𝒇 − 𝒇 → 0  ;  𝒇𝑬𝒊 − 𝒇 → 0 , 𝒇 ∈ 𝑰  ⟹   (𝒇 + 0𝒆)  ∈ 𝑱    
𝝋̃(𝒇 + 0𝒆)  = 𝝋(𝒇) + 0 = 𝝋(𝒇) = 0  𝒇 ∈ 𝑲𝒆𝒓𝝋 = 𝑰 ⟹  (𝒇 + 0𝒆) ∈ 𝑲𝒆𝒓𝝋̃ = 𝑱    

𝒇𝒋𝜶 − 𝒇 = (𝒇 + 0𝒆) 𝒋𝜶 − (𝒇 + 0𝒆)  → 0 ⟹  (𝒇 + 0𝒆) 𝒋𝜶 → (𝒇 + 0𝒆)  ⟹  𝒇𝒋𝜶 → 𝒇   
𝒋𝜶𝒇 − 𝒇 = 𝒋𝜶(𝒇 + 0𝒆)  − (𝒇 + 0𝒆)  → 0 ⟹   𝒋𝜶(𝒇 + 0𝒆)  → (𝒇 + 0𝒆)  ⟹ 𝒋𝜶𝒇 →

𝒇    
⟹ 𝒃𝜶,𝒊𝒇 = (𝒂𝜶 + 𝒄𝜶𝑬𝒊)𝒇 = 𝒂𝜶𝒇 + 𝒄𝜶𝑬𝒊𝒇 = 𝒋𝜶𝒇 + 𝒄𝜶𝑬𝒊𝒇 − 𝒄𝜶𝒇 = 𝒋𝜶𝒇 +

𝒄𝜶(𝑬𝒊𝒇 − 𝒇) → 𝒇  
𝒇𝒃𝜶,𝒊 = 𝒇(𝒂𝜶 + 𝒄𝜶𝑬𝒊) = 𝒇𝒂𝜶 + 𝒇𝒄𝜶𝑬𝒊 = 𝒇𝒋𝜶 + 𝒇𝒄𝜶𝑬𝒊 − 𝒇𝒄𝜶 = 𝒇𝒋𝜶 + 𝒄𝜶(𝒇𝑬𝒊 −

𝒇) → 𝒇         
ست  دار ادارای تقریب همانی کران  𝑰است. لذا    𝑰دار برای  یک تقریب همانی کران  (𝒃𝜶,𝒊)در نتیجه  

 دار است. دارای یک تقریب همانی کران ۱بعد  آل بسته از همپس هر ایده
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 ها تعاریف مرتبط با جبر برلینگ و وزن .۵
این گونه تعریف شده   𝛀و    𝑮ی موضعی  یک وزن بر گروه فشرده  𝝎: فرض کنید که    ۲-۲ی  نتیجه

𝛀(𝒕)باشد که   = 𝝎(𝒕)𝝎(𝒕−1)     برای هر𝒕 ∈ 𝑮  های زیر با یکدیگر معادل  ، در این صورت گزاره

 هستند. 

,𝑳1(𝑮الف(   جبر برلینگ   𝛀) دار است. انقباض پذیر به طور تقریبی کران  

,𝑳1(𝑮ب(   جبر برلینگ   𝛚) .میانگین پذیر است 

 دار است.کران 𝑮بر   𝛀میانگین پذیر و   𝑮پ(   گروه  

یه یقض 0 ]برهان : بنابر حکم   ( را نتیجه گرفت.  ۲توان ) ( می۱کافی است نشان دهیم که از )  [ 10 

,𝑳1(𝑮فرض کنید که جبر برلینگ   𝛀)  دار و فرض کنید که  انقباض پذیر به طور تقریبی کران𝑰⋆ 

,𝑳1(𝑮آل افزایشی در  ایده 𝛀)   باشد که 

𝑰⋆ = { 𝒇 ∈ 𝑳1(𝑮, 𝛀) ∶  ∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙
⬚

𝑮
= 0 }   

,𝑳1(𝑮است و    ۱بعد  آلی از همایده  ⋆𝑰  آنجایی که  در این صورت از   𝛀)    طور تقریبی  انقباض پذیر به

قضیکران است  می  ۱-۲  ی هدار  که  نتیجه  همانی  ⋆𝑰دهد  را  کران  تقریب  آن  دارد.     (𝒇𝜷)دار 

   نامیم. می

𝒄𝒐𝒅𝒊𝒎اکنون باید نشان دهیم  
Ȼ

𝑰⋆ = 𝒅𝒊𝒎کنیم  لذا ثابت می 1
Ȼ

𝑳1(𝐆,𝛀)

𝑰⋆ =  ، بنابر این    1

∀𝒇 ∈ 𝑳1(𝑮, 𝜴)    ⟹    𝒇 + 𝑰⋆ ∈ 𝑳1(𝐆,𝛀)

𝑰⋆          

𝜳: 𝑳1(𝑮, 𝜴) ⟶ Ȼ    𝜳(𝒇) =  ∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙
⬚

𝑮
      

𝒇 = 𝒈 ⟹  ∀𝒙 ∈ 𝑮   𝒇(𝒙) = 𝒈(𝒙)  ⟹   ∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙
⬚

𝑮
= ∫ 𝒈(𝒙) 𝒅𝒙 ⟹     

⬚

𝑮
𝜳(𝒇) =

𝜳(𝒈)  

𝜳(𝒇 + 𝒈) = ∫ (𝒇 + 𝒈)(𝒙) 𝒅𝒙
⬚

𝑮
= ∫ [𝒇(𝒙) + 𝒈(𝒙)] 𝒅𝒙

⬚

𝑮
= ∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙

⬚

𝑮
+

∫ 𝒈(𝒙) 𝒅𝒙
⬚

𝑮
 = 𝜳(𝒇) + 𝜳(𝒈)    

𝜳(𝒇 ∗ 𝒈) = ∫ (𝒇 ∗ 𝒈)(𝒙) 𝒅𝒙 =
⬚

𝑮
  

∬ 𝒇(𝒚)𝒈(𝒚−1𝒙) 𝒅𝒚 𝒅𝒙 =
⬚

𝑮 ∫ 𝒇(𝒚) ∫ 𝒈(𝒚−1𝒙) 𝒅𝒚 𝒅𝒙 =
⬚

𝑮

⬚

𝑮
 

∫ 𝒇(𝒚) ∫ 𝒈(𝒚−1𝒙) 𝒅𝒙 𝒅𝒚
⬚

𝑮
=

⬚

𝑮 ∫ 𝒇(𝒚)[∫ 𝒈(𝒙) 𝒅𝒙] 𝒅𝒚
⬚

𝑮

⬚

𝑮
=

∫ 𝒇(𝒚) 𝒅𝒚 ∫ 𝒈(𝒙) 𝒅𝒙 = 𝜳(𝒇)𝜳(𝒈)  
⬚

𝑮

⬚

𝑮
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 ها  ی اول یکریختی حلقهدارای همریختی حلقه ای است. بنابر قضیه 𝜳پس  
𝑳1(𝑮,𝜴)

𝑲𝒆𝒓𝜳
≅ 𝑹𝒇  

𝑲𝒆𝒓𝜳 ≔ {𝒇 ∈ 𝑳1(𝑮, 𝜴)  𝜳(𝒇) = 0} =  {𝒇 ∈ 𝑳1(𝑮, 𝜴) ;   ∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙
⬚

𝑮
= 0} =

𝑰⋆   ⟹    
𝑳1(𝑮,𝜴)

𝑰⋆ ≅ 𝑹𝒇    

∀𝜶 ∈ Ȼ   ∃𝒇 ∈ 𝑳1(𝑮, 𝜴)    𝒔. 𝒕   𝜳(𝒇) = 𝜶 ⟹   ∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙 = 𝜶 ⟹  𝜳: ⬚پوشا

𝑮
        

⟹    𝑹𝒇 = Ȼ  ⟹    
𝑳1(𝑮,𝜴)

𝑰⋆ ≅ Ȼ   ⟹   𝒅𝒊𝒎
Ȼ

𝑳1(𝑮,𝜴)

𝑰⋆ = 1  ⟹   𝒄𝒐𝒅𝒊𝒎
Ȼ

𝑰⋆ = 1   

𝜱فرض کنید که   ∈ 𝑳1(𝑮, 𝛀)   باشد به طوری که∫ 𝜱(𝒙) 𝒅𝒙
⬚

𝑮
=  . در این صورت 1

 𝜹𝒙 ∗ 𝜱 − 𝜱 ∈ 𝑰⋆    برای هر𝒙 ∈ 𝑮   و 

∫ (𝜹𝒙 ∗ 𝜱 − 𝜱)(𝒛) 𝒅𝒛 =
⬚

𝑮 ∫ [∫ 𝜹𝒙(𝒚)𝜱(𝒛−1𝒚)𝒅𝒚 − 𝜱(𝒛)] 𝒅𝒛
⬚

𝑮

⬚

𝑮
=

∫ 𝜹𝒙(𝒚)𝜱(𝒛−1𝒚)𝒅𝒚 − ∫ 𝜱(𝒛) 𝒅𝒛
⬚

𝑮
=

⬚

𝑮 ∫ 𝜱(𝒛−1𝒙) 𝒅𝒛
⬚

𝑮
− ∫ 𝜱(𝒛) 𝒅𝒛

⬚

𝑮
=

∫ 𝜱(𝒛) 𝒅𝒛
⬚

𝑮
− ∫ 𝜱(𝒛) 𝒅𝒛

⬚

𝑮
= 0 ⟹ 𝜹𝒙 ∗ 𝜱 − 𝜱 ∈ 𝑰⋆  

∀𝒉 ∈ 𝑰0 𝒉 ∗ 𝒇
𝜷

− 𝒉 → 0  ;   𝒇
𝜷

∗ 𝒉 − 𝒉 → 0     𝒊. 𝒆  ∫ 𝒉(𝒚)𝒇
𝜷

(𝒛−1𝒚) 𝒅𝒚
⬚

𝑮
−

𝒉(𝒛) → 0  𝒊. 𝒆 ∫ |∫ 𝒉(𝒚)𝒇
𝜷

(𝒛−1𝒚) 𝒅𝒚 − 𝒉(𝒛)
⬚

𝑮
|

⬚

𝑮
𝒅𝒛 →

0 ; ∫ 𝒇
𝜷

(𝒚)𝒉(𝒛−1𝒚) 𝒅𝒚
⬚

𝑮
− 𝒉(𝒛) → 0 ∫ |∫ 𝒇

𝜷
(𝒚)𝒉(𝒛−1𝒚) 𝒅𝒚 −

⬚

𝑮

⬚

𝑮

𝒉(𝒛)| 𝒅𝒛 → 0      𝒊. 𝒆    

(𝜹𝒙 ∗ 𝜱 − 𝜱) ∗ 𝒇𝜷 − (𝜹𝒙 ∗ 𝜱 − 𝜱) → 0  

(𝜹𝒙 ∗ 𝜱 ∗ 𝒇𝜷 − 𝜱 ∗ 𝒇𝜷 − 𝜹𝒙 ∗ 𝜱 + 𝜱) → 0 ⇒ (𝜹𝒙 ∗ (𝜱 − 𝜱 ∗ 𝒇𝜷)) − (𝜱 − 𝜱 ∗

𝒇𝜷)) → 0    
⟹  (𝜹𝒙 ∗ 𝜱 ∗ 𝒇𝜷 − 𝜱 ∗ 𝒇𝜷 − 𝜹𝒙 ∗ 𝜱 + 𝜱)(𝒚) = (𝜹𝒙 ∗ 𝜱 ∗ 𝒇𝜷)(𝒚)– (𝜱 ∗ 𝒇𝜷 −

𝜹𝒙 ∗ 𝜱 + 𝜱)(𝒚)  
< 𝜱 −  𝜱 ∗ 𝒇𝜷, 1 >= ∫ (𝜱 − (𝜱 ∗ 𝒇𝜷))(𝒙)1̅(𝒙)

⬚

𝑮
𝒅𝒙 = ∫ (𝜱 − (𝜱 ∗

⬚

𝑮

𝒇𝜷))(𝒙)1(𝒙) 𝒅𝒙 = ∫ (𝜱 − (𝜱 ∗
⬚

𝑮

𝒇𝜷))(𝒙) 𝒅𝒙 = ∫ [𝜱(𝒙) −
⬚

𝑮 ∫ 𝜱(𝒚)𝒇𝜷(𝒚−1𝒙)] 𝒅𝒚 𝒅𝒙
⬚

𝑮
=

∫ 𝜱(𝒙) 𝒅𝒙 − ∫ 𝜱(𝒚)𝒇𝜷(𝒚−1𝒙) 𝒅𝒚 = 1 − ∫ 𝜱(𝒚)𝒇𝜷(𝒚−1𝒙) 𝒅𝒚 𝒅𝒙
⬚

𝑮

⬚

𝑮

⬚

𝑮
≟ 1 − 0 =

1 ⟹  ∫ (𝜱 − (𝜱 ∗ 𝒇𝜷))(𝒙)
⬚

𝑮
𝒅𝒙 = 1  
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𝜹𝒙]پس   ∗ (𝜱 − 𝜱 ∗ 𝒇𝜷) – (𝜱 − 𝜱 ∗ 𝒇𝜷)] ∈ 𝑰⋆  لذا 

 [𝜹𝒙 ∗ (𝜱 − 𝜱 ∗ 𝒇𝜷) – (𝜱 − 𝜱 ∗ 𝒇𝜷)] → ,𝑳1(𝑮  0یقضیه   )۱=>۳(بنابر    0 𝛚)   میانگین

 پذیر است.    

< 𝒇, 𝒉 >= ∫ 𝒇(𝒙)𝒉̅(𝒙) 𝒅𝒙  ; 𝒇 ∈ 𝑿 = 𝑳1(𝑮, 𝛀)  , 𝒉 ∈ 𝑿∗ = 𝑳1∗
(𝑮, 𝛀)  ⟹ 

⬚

𝑮
    

< 𝜱 −  𝜱 ∗ 𝒇𝜷, 1 >= ∫ (𝜱 − (𝜱 ∗ 𝒇𝜷))(𝒙)1̅(𝒙)
⬚

𝑮
𝒅𝒙 = 1  

(𝝁 ∗ 𝒇)(𝒙) = ∫ 𝒇(𝒙𝒚−1) 𝒅𝝁(𝒚)                    𝝁: ⬚اندازه

𝑮
             

(𝒇 ∗ 𝝁)(𝒙) = ∫ 𝒇(𝒙𝒚−1)∆(𝒚−1) 𝒅𝝁(𝒚)      𝝁: ⬚اندازه

𝑮
     

,𝑳1(𝑮باشد. در این صورت    𝑮یک وزن متقارن بر    𝝎فرض کنید که  :    ۳-۲ی  نتیجه 𝛚)    انقباض

 دار است اگر و تنها اگر میانگین پذیر باشد.پذیر به طور تقریبی کران

,𝑳1(𝑮برهان : فرض کنید که   𝛚) دار باشد.  انقباض پذیر به طور تقریبی کران 

𝝎𝒂اکنون   = √𝝎 را بر 𝑮    در نظر بگیرید. در این صورت 

𝛀𝒂(𝒙) = √𝛀 (𝒙) = √𝝎(𝒙)𝝎(𝒙−1) = √𝝎(𝒙)𝝎(𝒙) = √𝝎2(𝒙) = 𝝎(𝒙)   ∀𝒙 ∈ 𝑮 

⟹ 𝝎 = 𝛀𝒂 = √𝛀 
𝛀𝒂پس       = 𝝎   متقارن ساز𝝎𝒂 = √𝝎 ۲-۲  یاست. بنابر نتیجه   

) ۱<=۲𝐋1(𝑮, 𝛚𝒂)  (   .میانگین پذیر است 

یه یقض 0 ]  اکنون بنابر    10 ]   𝐋1(𝑮, 𝛀𝒂) = 𝑳1(𝑮, 𝛚) .میانگین پذیر است 

دار  انقباض پذیر به طور تقریبی کرانعکس این مطلب بدیهی است زیرا هر جبر باناخ میانگین پذیر،  

 است.

∀𝑫: 𝑨 ⟶ 𝑿∗  ∃(𝒙𝒊
∗)  ∀𝒂 ∈ 𝑨  𝑫(𝒂) = 𝒍𝒊𝒎

𝒊
𝒂𝒙𝒊

∗ − 𝒙𝒊
∗𝒂   

 اکنون باید نشان دهیم که  

∀𝑫: 𝑨 ⟶ 𝑿  ∃(𝒈𝒊)  ∀𝒂 ∈ 𝑨  𝑫(𝒂) = 𝒍𝒊𝒎
𝒊

𝒂𝒈𝒊 − 𝒈𝒊𝒂    ⟹    

 ∃(𝒉𝒊) 𝒔. 𝒕 ║𝒂𝒅𝒉𝒊
║ = 𝒔𝒖𝒑

‖𝒃‖≤1
║𝒂𝒅𝒉𝒊

(𝒃) ║ < ∞     
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فقط یک جبر میانگین پذیر تقریبی    𝑨توان نتیجه گرفت که می  ۱-۲  یقضیهدانیم که آیا از نمی

استدلال  آید. اول ما  ی زیر به دست مییجهاه در بالا دو نتگندار است. اگر این درست باشد آکران

 نویسیم. را برای برهان لم زیر می   [ 2 قضیه ی 3.3 ]از

دار باشد ، و فرض یک جبر باناخ میانگین پذیر به طورتقریبی کران  𝑨: فرض کنید که    4-۲  لم

 اگر ، باشند 𝑨دو تور از عناصر   (𝒃𝜷)و    (𝒂𝜶)کنید که 

   𝒍𝒊𝒎
𝜶

𝒃𝜷𝒂𝜶 = 𝒃𝜷  ∀𝜷  ;   𝒍𝒊𝒎
𝜷

𝒃𝜷𝒂𝜶 = 𝒂𝜶   ∀𝜶  𝒊. 𝒆   ;   

∀𝑽𝒃𝜷
  ∃𝜶0 ∈ 𝑫  ∀𝜶 ∈ 𝑫 𝜶 ≥ 𝜶0  ⟹   𝒃𝜷𝒂𝜶 ∈ 𝑽𝒃𝜷

  

∀𝑽𝒂𝜶
   ∃𝜷0 ∈ 𝑫  ∀𝜷 ∈ 𝑫 𝜷 ≥ 𝜷0  ⟹   𝒃𝜷𝒂𝜶 ∈ 𝑽𝒂𝜶

   

𝑲و   > باشد که    0 ‖𝒂𝒂𝜶‖چنان موجود  ≤ 𝑲‖𝒂‖   و   ‖𝒃𝜷𝒂‖ ≤ 𝑲‖𝒂‖    برای هر𝒂 ∈ 𝑨    و

,𝜶برای هر  𝜷 گاهآن  (𝒂𝜶)  و (𝒃𝜷) اند.دارکران 

 برهان : فرض کنید که  

‖𝒎𝒂𝜶‖ ≤ 𝑲‖𝒎‖ ; ‖𝒃𝜷𝒎‖ ≤ 𝑲‖𝒎‖   ∀𝒎 ∈ 𝑨 ⨶ 𝑨    
       ‖𝑻𝒂𝜶‖ ≤ 𝑲‖𝑻‖  ; ‖𝒃𝜷𝑻‖ ≤ 𝑲‖𝑻‖      ∀𝑻 ∈ (𝑨 ⨶ 𝑨)∗∗   

 تور هایی باشند که   𝑪و   (𝑴𝒊)و  (𝑮𝒊)و  (𝑭𝒊)فرض کنید که  

𝝅(𝑴𝒊)الف(     =  𝑭𝒊 + 𝑮𝒊 

𝒂𝑭𝒊ب(     → 𝜿(𝒂)   برای هر𝒂 ∈ 𝑨. 

‖𝒂𝑭𝒊‖    پ( ≤ 𝑪‖𝒂‖  برای هر𝒂 ∈ 𝑨   و هر𝒊 

𝑮𝒊𝒂     ت( → 𝜿(𝒂)  برای هر𝒂 ∈ 𝑨. 

‖𝑮𝒊𝒂‖    ث( ≤ 𝑪‖𝒂‖  برای هر𝒂 ∈ 𝑨   و هر𝒊. 

𝒂𝑴𝒊    ج( − 𝑴𝒊𝒂 − 𝒂⨂𝑮𝒊 + 𝑭𝒊⨂𝒂 → 𝒂برای هر   0 ∈ 𝑨. 

𝒂𝑴𝒊‖     چ( − 𝑴𝒊𝒂 − 𝒂⨂𝑮𝒊 + 𝑭𝒊⨂𝒂‖ ≤ 𝑪‖𝒂‖ برای هر𝒂 ∈ 𝑨  و هر𝒊. 

 ، داریم 𝜷و برای هر  𝒊رسیم. برای هر دار نباشد به تناقض میکران (𝒃𝜷)فرض کنید که تور 

‖𝒃𝜷𝑴𝒊 − 𝑴𝒊𝒃𝜷 − 𝒃𝜷 ⊗ 𝑮𝒊 + 𝑭𝒊 ⊗ 𝒃𝜷‖ ≤ ‖𝒃𝜷‖  ⟹  ‖(𝒃𝜷𝑴𝒊 − 𝑴𝒊𝒃𝜷 − 𝒃𝜷 ⊗

𝑮𝒊 + 𝑭𝒊 ⊗ 𝒃𝜷)𝒂𝜶‖ ≤ 𝑲𝑪‖𝒃𝜷‖  
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و ضربگر مثلث  نامساوی  از  استفاده  بودن مجموعه-با  پس   (𝒃𝜷) ی  بی کران  به   (𝒃𝜷)داریم  و 

 باشند. دار میکران  (𝒂𝜶)همین شکل  

‖𝒃𝜷‖‖𝑮𝒊𝒂‖ ≤ 𝑲𝑪‖𝒃𝜷‖ + ‖𝒃𝜷(𝑴𝒊. 𝒂𝜶)‖ + ‖𝑴𝒊(𝒃𝜷. 𝒂𝜶)‖ + ‖𝑭𝒊‖‖𝒃𝜷𝒂𝜶‖ ≤

𝑲𝑪‖𝒃𝜷‖ + 𝑲‖𝑴𝒊. 𝒂𝜶‖ + 𝑲‖𝑴𝒊‖‖𝒂𝜶‖ + 𝑲‖𝑭𝒊‖‖𝒂𝜶‖  ⟹  ‖𝑮𝒊𝒂𝜶‖ ≤ 𝑲𝑪 +

[(
𝑲

‖𝒃𝜷‖
)( ‖𝑴𝒊. 𝒂𝜶‖ + ‖𝑴𝒊‖‖𝒂𝜶‖ + ‖𝑭𝒊‖‖𝒂𝜶‖]  

,𝜶برای هر   𝜷    و هر𝒊  با ثابت فرض کردن .𝜶, 𝒊    با توجه به این فرض که  (𝒃𝜷)  مجموعه ای بی

‖𝑮𝒊𝒂𝜶‖شود که   کران است نتیجه می ≤ 𝑲𝑪  با ثابت فرض کردن 𝒊   آوریم  به دست می‖𝒂𝜶‖ ≤

𝑲𝑪  برای هر𝜶. 

دار چپ  کران-ی ضربگریک مجموعه  {𝒃𝜸}تقریب همانی راست است و    (𝒂𝜶)اما از آن جایی که  

 آوریم  است به دست می

‖𝒃𝜸‖ = 𝒍𝒊𝒎
𝜶

‖𝒃𝜸𝒂𝜶‖ ≤ 𝒍𝒊𝒎𝒔𝒖𝒑
𝜶

𝑲‖𝒂𝜶‖ ≤ 𝑲2𝑪 

و    (𝒃𝜸)لذا    بی کران فرض شده بود در تناقض است.  (𝒃𝜸). این نا مساوی با این که  𝜸برای هر  

(𝒂𝜶)  دار هستند. کران 

اثبات   بستهایده  𝑰این که      ۱-۲  ی  قضیهاز  به دست می  𝑨از    ۱بعد  ی همآل  را  و است  آوریم 

 ، توانیم تعریف کنیم می

𝑱 = {𝒂 + 𝒕𝒆 ;  𝒂 ∈ 𝑨 , 𝒕 ∈ Ȼ   𝝋(𝒂) + 𝒕 = 0}   𝝋(𝒂) + 𝒕 = 𝝋̃(𝒂 + 𝒕𝒆) 
𝑰است که   𝑨یک تابعک خطی ضربی است روی   𝝋از این که   = 𝑲𝒆𝒓𝛗  پس .𝑱  یک زیر جبر 

 𝑨 ⊕ Ȼ𝒆   و𝑰 آل بسته از  یک ایده𝑱   است. در این صورت 

𝑰 = 𝑨𝑱 = 𝑱𝑨 = 𝑨𝑱𝑨  ; 𝑱# ≅ 𝑨# = 𝑨 ⊕ Ȼ𝒆  .     

 دار ها و تقریب همانی کرانآلها و نتایج مربوط به ایدهگزاره .6
باناخ میانگین پذیر به طور تقریبی کراندار باشد، به   𝑨: فرض کنید که    ۵-۲ی  گزاره یک جبر 

آل یک ایده  𝑱بعد یک باشد. فرض کنید که  آل بسته از همایده  𝑰همراه یک تقریب همانی کراندار و  

 بسته از 

 𝑨 ⊕ Ȼ𝒆   باشد. فرض کنید که 
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را    𝑱مدول چپ است و    𝑨وجود دارد که یک     𝑴𝒍الف(  یک جبر باناخ چپ مدول دوگان به نام  

𝑰نشاند و   𝑴𝒍توان با یک نگاشت پیوسته در  می = 𝑨𝑴𝒍    

را   𝑱مدول راست است و   𝑨وجود دارد که یک   𝑴𝒓ب(  یک جبر باناخ راست مدول دوگان به نام  

𝑰نشاند و   𝑴𝒓توان با یک نگاشت پیوسته در  می = 𝑴𝒓𝑨 

   دار است.دارای یک تقریب همانی کران 𝑰در این صورت  

   ۱-۲  ی   قضیهکه در برهان    𝑱اه  گندار باشد ، آمیانگین پذیر به طور تقریبی کران  𝑨برهان : اگر  

 به دست آمده است ، نیز چنین است :

 . : 𝑨 × 𝑴𝒍 ⟶ 𝑴𝒍     

. : 𝑨 ⊕ Ȼ𝒆 × 𝑴𝒍 ⟶ 𝑴𝒍     

   (𝒂 + 𝝀𝒆)[𝒎 + 𝒏] ≟ (𝒂 + 𝝀𝒆)𝒎 + (𝒂 + 𝝀𝒆)𝒏 ; [(𝒂 + 𝝀𝒆) + (𝒃 + 𝝁𝒆)]𝒎 ≟

(𝒂 + 𝝀𝒆)𝒎 + (𝒃 + 𝝁𝒆)𝒎  ; (𝒂 + 𝝀𝒆)[(𝒃 + 𝝁𝒆)𝒎] ≟ [(𝒂 + 𝝀𝒆)(𝒃 + 𝝁𝒆)]𝒎 =

(𝒂𝒃 + 𝝀𝒃 + 𝝁𝒂 + 𝝀𝝁𝒆)𝒎  
 نماییم :شکل تعریف می عمل ضرب را به این

(𝒂 + 𝝀𝒆)𝒎 = 𝒂𝒎 + 𝝀𝒎    
(𝒂 + 𝝀𝒆)[𝒎 + 𝒏] = 𝒂(𝒎 + 𝒏) + 𝝀(𝒎 + 𝒏) = 𝒂𝒎 + 𝒂𝒏 + 𝝀𝒎 + 𝝀𝒏 = 𝒂𝒎 +

𝝀𝒎 + 𝒂𝒏 + 𝝀𝒏 = (𝒂 + 𝝀𝒆)𝒎 + (𝒂 + 𝝀𝒆)𝒏   ;       

[(𝒂 + 𝝀𝒆) + (𝒃 + 𝝁𝒆)]𝒎 = (𝒂 + 𝒃 + (𝝀 + 𝝁)𝒆)𝒎 = (𝒂 + 𝒃)𝒎 + (𝝀 + 𝝁)𝒎 =

𝒂𝒎 + 𝒃𝒎 + 𝝀𝒎 + 𝝁𝒎 = 𝒂𝒎 + 𝝀𝒎 + 𝒃𝒎 + 𝝁𝒎 = (𝒂 + 𝝀𝒆)𝒎 + (𝒃 + 𝝁𝒆)𝒎     
 (𝒂 + 𝝀𝒆)[(𝒃 + 𝝁𝒆)𝒎] = (𝒂 + 𝝀𝒆)[𝒃𝒎 + 𝝁𝒎] = 𝒂𝒃𝒎 + 𝝀𝒃𝒎 + 𝝁𝒂𝒎 +

𝝀𝝁𝒎 = (𝒂𝒃 + 𝝀𝒃 + 𝝁𝒂 + (𝝀𝝁)𝒆)𝒎 = (𝒂 + 𝝀𝒆)(𝒃 + 𝝁𝒆)𝒎 = [(𝒂 + 𝝀𝒆)(𝒃 +

𝝁𝒆)]𝒎  
را به  𝑴𝒍توانیم  مدول چپ است. اکنون می- #𝑨مدول چپ قابل توسیع به دوگان  -𝑨از  𝑴𝒍  پس 

با نگاشت زیر    𝑴𝒍مدول چپ در نظر بگیریم. یک عمل راست مدول بدیهی را در  -  𝑱عنوان باناخ  

 نماییم. تعریف می

𝝉: 𝑱 ⟶ 𝑴𝒍 
  . 𝑴𝒍به   𝑱مشتق پیوسته است از  

دو مدول است  -  𝑱دوگان باناخ     𝑴𝒍 دار است و میانگین پذیر به طور تقریبی کران  𝑱از آن جایی که  

𝒂𝒎𝒊چنان وجود دارند که    𝑲و ثابت مثبتی مانند    𝑴𝒍در    (𝒎𝒊)پس تور   → 𝒂    و‖𝒂𝒎𝒊‖ ≤

𝑲‖𝒂‖  برای هر𝒂 ∈ 𝑱. 



 ۵۳   ۱بعد  از هم   یهاآل ده یفصل دوم: ا

 

 

دار  باشد. حاصلضرب ترتیبی جهت  𝑨دار برای  یک تقریب همانی کران  𝑨در    (𝒆𝒋)فرض کنید که  

𝒂𝜶را به این صورت   = 𝒆𝒋𝒎𝒊  𝜶 = (𝒊, 𝒋)  کنیم در این صورت بنابر فرض تور تعریف می (𝒂𝜶)   در

𝑰 باشد و علاوه بر آن  می 

‖𝒂𝒂𝜶‖ ≤ 𝒄𝑲‖𝒂‖    ∀𝒂 ∈ 𝑱  ∀𝜶       ;   ‖𝒆𝒋‖ ≤ 𝒄   
 است. (𝒆𝒋)کران   𝒄یعنی  

𝒍𝒊𝒎
𝒋

𝒂𝒆𝒋 = 𝒂  ;  𝒍𝒊𝒎
𝒊

𝒂𝒎𝒊 = 𝒂      

‖𝒂𝒂𝜶 − 𝒂‖ = ‖𝒂𝒆𝒋𝒎𝒊 − 𝒂‖ = ‖𝒂𝒆𝒋𝒎𝒊 − 𝒂𝒎𝒊 + 𝒂𝒎𝒊 − 𝒂‖ ≤ ‖𝒂𝒆𝒋𝒎𝒊 − 𝒂𝒎𝒊‖ +

‖𝒂𝒎𝒊 − 𝒂‖ ≤ 𝑲‖𝒂𝒆𝒋 − 𝒂‖ + ‖𝒂𝒎𝒊 − 𝒂‖ → 0 ⟹   𝒂𝒂𝜶 − 𝒂 → 0      
 داریم  𝑴𝒓دار چپ است. اکنون به طور مشابه برای یک تقریب همانی کران 𝑰لذا  

∃(𝒃𝜷)   𝒔. 𝒕  ‖𝒃𝜷𝒂‖ ≤ 𝒄𝑲‖𝒂‖ ∀𝒂 ∈ 𝑱   
  ∀𝜷   𝒍𝒊𝒎

𝜷
𝒃𝜷𝒂𝜶 = 𝒂  ∀𝒂 ∈ 𝑰         

دارای یک تقریب همانی    𝑰دار هستند. بنابر این  کران  (𝒃𝜷)و    (𝒂𝜶)تورهای    𝑱برای    4-۲بنابر لم  

 دار است.دارای یک تقریب همانی کران 𝑰دار است. پس  چپ و راست کران

دار باشد و یک تقریب میانگین پذیر به طورتقریبی کران  𝑨: فرض کنید که جبر باناخ    ۶-۲ی  نتیجه

کران وسیلههمانی  به  راست  و  چپ  اپراتورهای ضرب  اگر  باشد.  داشته  عناصر  دار    𝑨 در    𝑨ی 

یک تقریب همانی    𝑨در    ۱بعد  ی بسته از همآل دو طرفهاه هر ایدهگ نی ضعیف باشند ، آفشرده

 دار خواهد داشت.کران

نیز   𝑱باشد و فرض کنید که    𝑨از    ۱بعد  ی بسته از همآل دو طرفهیدها  𝑰فرض کنید که    برهان :

 : اند تعریف شده ۱-۲ ی قضیه آل باشد که در یک ایده

𝝋: 𝑨 ⟶ Ȼ     𝑰 = 𝑲𝒆𝒓𝝋     ;    𝜞: 𝑨# ⟶ Ȼ     𝑱 = 𝑲𝒆𝒓𝜞       
ی کوهن نتیجه دار دارد قضیه تجزیهیک تقریب همانی کران  𝑨و از این که    ۱-۲  ی  قضیهاز برهان  

𝑰دهد که  می = 𝑨𝑰 = 𝑰𝑨  اکنون با فرض𝑴𝒍 = 𝑴𝒓 = 𝑱∗∗   داریم 

𝒍𝒂: 𝑨 ⟶ 𝑨 ,   𝒍𝒂(𝒃) = 𝒂𝒃   ;     𝑹𝒂: 𝑨 ⟶ 𝑨 ,    𝑹𝒂(𝒃) = 𝒃𝒂      

𝑳𝒂({𝒃, ‖𝒃‖𝑨 ≤ 1}) ⊆ 𝑨    فشرده باشد 

𝑹𝒂({𝒃, ‖𝒃‖𝑨 ≤ 1}) ⊆ 𝑨    فشرده باشد    
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 ها با یکدیگر معادل هستند :این گزاره[21 ، لم 3 ]   بنابر

 است.  𝑨آل چپ  یک ایده  𝝅(𝑨)الف(    

𝒃نگاشت   𝑨در   𝒂ب(   برای هر   → 𝒃𝒂 ی ضعیف باشد. فشرده 

𝒇نگاشت  𝑨در   𝒂پ( برای هر   → 𝒇𝒂 ی ضعیف باشد.  فشرده 

 است.  ∗∗𝑨آل دوطرفه در  یک ایده 𝑨 لذا 

∀𝒂 ∈ 𝑨 ⊆ 𝑨∗∗    ⟹     

𝑨∗∗ = {𝝀 ; کراندار  − :𝝀خطی 𝑨∗ ⟶ Ȼ} 𝒂^: 𝑨∗ ⟶ Ȼ  𝒔. 𝒕  𝒂^(𝝋) = 𝝋(𝒂) 

  ∀𝝋 ∈ 𝑨∗ ∀𝒂 ∈ 𝑨 ⊆ 𝑨∗∗  ∀𝑭 ∈ 𝑨∗∗        

. : 𝑨∗∗ × 𝑨∗∗ ⟶ 𝑨∗∗     
𝒂^𝑭: 𝑨∗ ⟶ Ȼ     𝒂^𝑭(𝝋) = 𝒂^(𝑭𝝋) = 𝑭( 𝝋𝒂

⬚ )  ∃𝒃 ∈ 𝑨  𝒔. 𝒕   𝒂^𝑭(𝝋) = 𝒃       
𝝅(𝑨)نگاشت کانونی است بنابر این پوشا نیز هست لذا   𝝅از آنجایی که   = 𝑨  و چون اپراتورهای .

𝝅(𝑨)ی ضعیف هستند لذا  چپ و راست فشرده = 𝑨    در𝑨∗∗  آل راست  آل چپ و هم ایدههم ایده

 باشد. می

∗∗𝑨𝑨ی  زیر مجموعه   ∗∗𝑨𝑱 پس + 𝑨    است و𝑨𝑨∗∗ + 𝑨  ی  زیر مجموعه𝑨    است. اکنون فرض

   باشد. 𝑰یک تابعک خطی ضربی با هسته   𝝋کنید که   

        𝝋(𝑨𝑱∗∗) = {𝝋(𝒂𝒚^);  𝒂 ∈ 𝑨 , 𝒚^ ∈ 𝑱∗∗  }       
∀𝒂 ∈ 𝑨 ⊆ 𝑨∗∗   ;   ∀𝒚^ ∈   𝑱∗∗     

 𝜱(𝒂𝒚^(𝜞)) = 𝝋(𝒂𝜞(𝒚))   ;    𝜞: 𝑱 ⟶ Ȼ  𝒎 ∈ 𝑱∗∗  ⟹   ∃𝒚 ∈ 𝑱  𝒔. 𝒕   𝒚^ = 𝒎   

∃𝒃 ∈ 𝑨 , ∃𝝁 ∈ Ȼ  𝒔. 𝒕  𝒚 = 𝒃 + 𝝁𝒆 ∈ 𝑱 ⟹  𝝋(𝒂𝒚^(𝜞)) = 𝝋(𝒂𝜞(𝒚)) =

𝝋(𝒂𝜞(𝒃 + 𝝁𝒆)) = 𝝋(𝒂(𝝋(𝒃) + 𝝁)) = 𝝋(𝒂𝝋(𝒃) + 𝒂𝝁) = 𝝋(𝒂)𝝋(𝒃) +

𝝋(𝒂𝝁) = 𝝋(𝒂)𝝋(𝒃) + 𝝋(𝒂)𝝋(𝝁) = 𝝋(𝒂)𝝋(𝒃) + 𝝋(𝒂)𝝁𝝋(1) =

𝝋(𝒂)𝝋(𝒃) + 𝝋(𝒂)𝝁 = 𝝋(𝒂)(𝝋(𝒃) + 𝝁) = 𝝋(𝒂)𝜞(𝒃 + 𝝁𝒆) = 0 ⟹

𝝋(𝑨𝑱∗∗) = 0  ⟹  

 𝑨𝑱∗∗ ⊆ 𝑰  
         𝝋(𝑱∗∗𝑨) = {𝝋(𝒚^𝒂)    ;  𝒂 ∈ 𝑨 , 𝒚^ ∈ 𝑱∗∗ }      

∀𝒂 ∈ 𝑨 ⊆ 𝑨∗∗  ∀𝒚^ ∈ 𝑱∗∗ 𝝋(𝒚^(𝜞)𝒂) = 𝝋(𝜞(𝒚)𝒂) ;  𝜞: 𝑱 ⟶ Ȼ  𝒎 ∈ 𝑱∗∗  ⟹  

∃𝒚 ∈ 𝑱  𝒔. 𝒕  𝒚^ = 𝒎  ∃𝒃 ∈ 𝑨 , ∃𝝁 ∈ Ȼ  𝒔. 𝒕  𝒚 = 𝒃 + 𝝁𝒆 ∈ 𝑱 ⟹ 𝝋(𝒚^(𝜞)𝒂) =

𝝋(𝜞(𝒚)𝒂) = 𝝋(𝜞(𝒃 + 𝝁𝒆)𝒂) = 𝝋((𝝋(𝒃) + 𝝁)𝒂) = 𝝋(𝝋(𝒃)𝒂 + 𝝁𝒂) =

𝝋(𝒃)𝝋(𝒂) + 𝝋(𝝁𝒂) = 𝝋(𝒃)𝝋(𝒂) + 𝝋(𝒂)𝝋(𝝁) = 𝝋(𝒃)𝝋(𝒂) + 𝝁𝝋(1)𝝋(𝒂) =



 ۵۵   ۱بعد  از هم   یهاآل ده یفصل دوم: ا

 

 

𝝋(𝒃)𝝋(𝒂) + 𝝁𝝋(𝒂) = (𝝋(𝒃) + 𝝁)𝝋(𝒂) = 𝜞(𝒃 + 𝝁𝒆)𝝋(𝒂) = 0 ⟹ 𝝋(𝑱∗∗𝑨) =

0 ⟹  𝑱∗∗𝑨 ⊆ 𝑰  

که   جایی  آن  از  صورت  این  𝝋(𝑨𝑱∗∗)در  = مجموعه  ∗∗𝑨𝑱لذا     0 𝑰 ی  زیر  = 𝑲𝒆𝒓𝝋   .است

𝑰دانیم که  همچنین می = 𝑨𝑰  ی  زیر مجموعه𝑨𝑱     و𝑨𝑱  ی  زیر مجموعه𝑨𝑱∗∗    است. لذا𝑨𝑱∗∗ =

𝑰   به طور مشابه تساوی .𝑱∗∗𝐀 = 𝑰  آوریم : را به دست می 

𝝋(𝑨𝑱∗∗) = 0 ⟹  𝑨𝑱∗∗ ⊆ 𝑲𝒆𝒓𝝋 = 𝑰  ;  𝑨𝑱∗∗ ⊇ 𝑨𝑱 ⊇ 𝑨𝑰 = 𝑰  ⟹  𝑨𝑱∗∗ = 𝑰 = 𝑨𝑴𝒍 

𝝋(𝑱∗∗𝑨) = 0 ⟹  𝑱∗∗𝑨 ⊆ 𝑲𝒆𝒓𝝋 = 𝑰  ;  𝑱∗∗𝑨 ⊇ 𝑱𝑨 ⊇ 𝑰𝑨 = 𝑰  ⟹  𝑱∗∗𝑨 = 𝑰 = 𝑴𝒓𝑨 

گزاره  𝑰و    ۵-۲ی  بنابر  = 𝑴𝒓𝑨 = 𝑱∗∗𝑨      و𝑰 = 𝑨𝑴𝒍 = 𝑨𝑱∗∗    پس𝑰    همانی تقریب  دارای 

  دار است.کران

 ها های موضعاً فشرده و وزنها و نتایج مربوط به گروهگزاره .7
𝒍𝒊𝒎              باشد به طوری که   𝑮یک وزن بر     𝝎: فرض کنید که    7-۲ی  نتیجه

𝒙⟶∞
𝝎(𝒙) = ∞  

,𝐋1(𝑮اگر     ، 𝝎) آل  دار باشد در این صورت ایدهمیانگین پذیر به طور تقریبی کران   

𝑰⋆ = {𝒇 ∈ 𝑳1(𝑮, 𝝎): ∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙
⬚

𝑮
= 0}  

 دار است.دارای یک تقریب همانی کران

: ,𝑳1(𝑮 آل بسته از  یک ایده   ⋆𝑰دار است. لذا کران  0دور از    𝝎،  در فرض نتیجه  برهان  𝛚)    از

 است. زیرا  ۱بعد هم

∃𝜳: 𝑳1(𝑮, 𝜴) ⟶ Ȼ     𝜳(𝒇) =  ∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙
⬚

𝑮
  

𝒇 = 𝒈 ⟹  ∀𝒙 ∈ 𝑮   𝒇(𝒙) = 𝒈(𝒙)  ⟹ ∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙
⬚

𝑮
= ∫ 𝒈(𝒙) 𝒅𝒙

⬚

𝑮
⟹  𝜳(𝒇) =

𝜳(𝒈)   
𝜳(𝒇 + 𝒈) =  ∫ (𝒇 + 𝒈)(𝒙) 𝒅𝒙

⬚

𝑮
=   ∫ [𝒇(𝒙) + 𝒈(𝒙)] 𝒅𝒙

⬚

𝑮
= ∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙

⬚

𝑮
+

∫ 𝒈(𝒙) 𝒅𝒙 = 𝜳(𝒇) + 𝜳(𝒈)
⬚

𝑮
  

    

 𝜳(𝒇 ∗ 𝒈) = ∫ (𝒇 ∗ 𝒈)(𝒙) 𝒅𝒙
⬚

𝑮
= ∬ 𝒇(𝒚)𝒈(𝒚−1𝒙) 𝒅𝒚 𝒅𝒙

⬚

𝑮
=

∫ 𝒇(𝒚) ∫ 𝒈(𝒚−1𝒙) 𝒅𝒚 𝒅𝒙
⬚

𝑮

⬚

𝑮
 =  ∫ 𝒇(𝒚) ∫ 𝒈(𝒚−1𝒙) 𝒅𝒙 𝒅𝒚

⬚

𝑮

⬚

𝑮
=
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∫ 𝒇(𝒚)[∫ 𝒈(𝒚−1𝒙) 𝒅𝒙] 𝒅𝒚
⬚

𝑮

⬚

𝑮
 = ∫ 𝒇(𝒚) 𝒅𝒚 ∫ 𝒈(𝒙) 𝒅𝒙

⬚

𝑮

⬚

𝑮
= 𝜳(𝒇)𝜳(𝒈)  ⟹

  
𝑳1(𝑮,𝜴)

𝑲𝒆𝒓𝜳
≅ 𝑹𝒇  

𝑲𝒆𝒓𝜳 ≔ {𝒇 ∈ 𝑳1(𝑮, 𝛀) ∶ 𝜳(𝒇) = 0} = {𝒇 ∈  𝑳1(𝑮, 𝛀) ; ∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙
⬚

𝑮
= 0} =

𝑰⋆    ⟹    
 𝑳1(𝑮,𝜴)

𝑰⋆ ≅  𝑹𝒇    

∀𝜶 ∈ Ȼ   ∃𝒇 ∈ 𝑳1(𝑮, 𝛀)   𝒔. 𝒕   𝜳(𝒇) = 𝜶 ⟹  ∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙
⬚

𝑮
= 𝜶  ⟹

 𝜳:           پوشا

⟹  𝑹𝒇 = Ȼ   ⟹
 𝑳1(𝑮, 𝛀)

𝑰⋆
≅  Ȼ   ⟹ 

   𝒅𝒊𝒎
Ȼ

 𝑳1(𝑮,𝜴)

𝑰⋆ = 1 ⟹  𝒄𝒐𝒅𝒊𝒎
Ȼ

𝑰⋆ = 1   

,𝑳1(𝑮برای    ۱بعد ی از همآل دو طرفهیک ایده ⋆𝑰دهیم که  اکنون نشان می   𝛚) باشد:می      

∀𝒉 ∈ 𝑳1(𝑮, 𝝎)   ∀𝒇 ∈ 𝑰⋆  

∫ (𝒇 ∗ 𝒉)(𝒙)𝒅𝝀(𝒙) =
⬚

𝑮 ∬ 𝒇(𝒚−1𝒙)𝒉(𝒚)𝒅𝝀(𝒚)𝒅𝝀(𝒙)
⬚

𝑮
=

∬ 𝒇(𝒚−1𝒙)𝒉(𝒚)𝒅𝝀(𝒙)𝒅𝝀(𝒚)
⬚

𝑮
= ∬ 𝒇(𝒙)𝒉(𝒚)𝒅𝝀(𝒙)𝒅𝝀(𝒚)

⬚

𝑮
 =

∬ 𝒇(𝒙)𝒅𝝀(𝒙)𝒉(𝒚)𝒅𝝀(𝒚) = 0  ⟹   𝒇 ∗ 𝒉 ∈ 𝑰⋆         
⬚

𝑮
  
   

 ∫ (𝒉 ∗ 𝒇)(𝒙)𝒅𝝀(𝒙) =
⬚

𝑮 ∬ 𝒉(𝒚−1𝒙)𝒇(𝒚)𝒅𝝀(𝒚)𝒅𝝀(𝒙)
⬚

𝑮
=

∬ 𝒉(𝒚−1𝒙)𝒇(𝒚)𝒅𝝀(𝒙)𝒅𝝀(𝒚)
⬚

𝑮
= ∬ 𝒉(𝒙)𝒇(𝒚)𝒅𝝀(𝒙)𝒅𝝀(𝒚)

⬚

𝑮
=

∬ 𝒉(𝒙)𝒅𝝀(𝒙)𝒇(𝒚)𝒅𝝀(𝒚) = 0  ⟹   𝒉 ∗ 𝒇 ∈ 𝑰⋆         
⬚

𝑮
 

,𝑳1(𝑮برای      ۱بعد  ی از همآل دو طرفهیک ایده  ⋆𝑰پس   𝛚)  دهیم که  است. اکنون نشان می𝑰⋆ 

 بسته است.

   ∀𝒇 ∈ 𝑰⋆̅   ∃(𝒇
𝜶

) ∈ 𝑰⋆  𝒇
𝜶

→ 𝒇    ‖𝒇
𝜶

− 𝒇‖
𝝎

= ∫ │𝒇
𝜶

⬚

𝑮
− 𝒇│𝝎𝒅𝝀 → 0 ⟹

∫ 𝒇
𝜶

⬚

𝑮
𝝎𝒅𝝀 − ∫ 𝒇𝝎

⬚

𝑮
𝒅𝝀 → 0 ⟹ 0 − ∫ 𝒇𝝎

⬚

𝑮
𝒅𝝀 → 0 ⟹  ∫ 𝒇𝝎

⬚

𝑮
𝒅𝝀 = 0 ⟹

 𝒇 ∈ 𝑰⋆  ⟹  𝑰⋆̅ ⊆ 𝑰⋆ ⊆ 𝑰⋆̅  ⟹ 𝑰⋆̅ = 𝑰⋆  

 باشد. آل بسته نیز مییک ایده ⋆𝑰بنابر این  

,𝑴(𝑮فضای   𝝎)     یک باناخ𝑳1(𝑮, 𝛚)-با پیش دوگان مدول  مدول چپ دوگان𝑪0(𝑮, 𝝎−1)    .است  

 𝑴(𝑮, 𝝎) = 𝒀∗ = {𝒉 ;  𝒉: 𝒀 ⟶ Ȼ}   ;   
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∃𝑻 𝑻: 𝑳1(𝑮, 𝝎) × 𝒀 ⟶ 𝒀   𝑻(𝒇, 𝑻(𝒉, 𝒚)) = 𝑻(𝒇 ∗ 𝒉, 𝒚)       

∃𝑺  𝑺: 𝒀 × 𝑳1(𝑮, 𝝎) ⟶ 𝒀    𝑺(𝑺(𝒚, 𝒇), 𝒉) = 𝑺(𝒚, 𝒇 ∗ 𝒉)    
که   این  1از  ∈ 𝑪0(𝑮, 𝝎−1)    پس𝑴0 = {𝒎 ∈ 𝑴(𝑮, 𝝎) ∶ < 1, 𝒎 >= زیر    {0 یک 

,𝑴(𝑮 مدول  𝝎)    .است که نسبت به توپولوژی ضعیف* بسته است 

𝑴𝒍       فرض کنید که   = 𝑴𝒓 = 𝑴0   

 دهند که نتیجه می ۵-۲ی از گزاره ۲و۱در این صورت شرایط  

 𝑱 = 𝑱0 = {𝒇 + 𝒕Ϭ𝒆 ∶  𝒇 ∈ 𝑳1(𝑮, 𝝎) ,    

 𝒕 ∈ Ȼ   𝒔. 𝒕 ∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙
⬚

𝑮
+ 𝒕 = 0}  

∀𝒇 ∈ 𝑳1(𝑮, 𝛚) ;   ∀𝒎 ∈ 𝑴0  (𝒇 ∗ 𝒎)(𝒙) = ∫ 𝒇(𝒙𝒕−1)𝜟(𝒕−1) 𝒅𝒎(𝒕)
⬚

𝑮
   

∫ (𝒇 ∗ 𝒎)(𝒙) 𝒅𝝀(𝒙) = ∬ 𝒇(𝒙𝒕−1)𝜟(𝒕−1) 𝒅𝒎(𝒕)𝒅𝝀(𝒙) =
⬚

𝑮

⬚

𝑮
  

∬ 𝒇(𝒙)𝜟(𝒕−1) 𝒅𝝀(𝒕)𝒅𝒎(𝒙) =
⬚

𝑮 ∬ 𝒇(𝒙)𝒅𝒎(𝒙)𝜟(𝒕−1) 𝒅𝝀(𝒕) =
⬚

𝑮
0    ∀𝒙 ∈ 𝑮   ⟹

   𝒇 ∗ 𝒎 ∈ 𝑰⋆  ⟹   𝑳1(𝑮, 𝝎)𝑴0 ⊆ 𝑰⋆   
   

∀𝒉 ∈ 𝑰⋆   ∫ 𝒉(𝒙) 𝒅𝝀(𝒙)
⬚

𝑮

= 0  ∃𝒇 ∈ 𝐋1(𝑮, 𝝎)   ∃𝒎 ∈ 𝑴0   𝒔. 𝒕    

𝒉 = 𝒇 ∗ 𝒎   

∀𝒇 ∈ 𝑳1(𝑮, 𝝎)  ;   ∀𝒎 ∈ 𝑴0  (𝒎 ∗ 𝒇)(𝒙) = ∫ 𝒇(𝒕−1𝒙) 𝒅𝒎(𝒕) =
⬚

𝑮
∫ (𝒎 ∗

⬚

𝑮

𝒇)(𝒙) 𝒅𝝀(𝒙) = ∬ 𝒇(𝒕−1𝒙) 𝒅𝒎(𝒕)𝒅𝝀(𝒙) = ∬ 𝒇(𝒕−1𝒙)𝒅𝝀(𝒕)𝒅𝒎(𝒙)
⬚

𝑮

⬚

𝑮
=

∬ 𝒇(𝒙) 𝒅𝝀(𝒕) 𝒅𝒎(𝒙) =
⬚

𝑮
∬ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒎(𝒙) 𝒅𝝀(𝒕) =

⬚

𝑮
0   ∀𝒙 ∈ 𝑮  ⟹   𝒎 ∗ 𝒇 ∈

 𝑰⋆  ⟹  𝑴0𝑳1(𝑮, 𝝎)  ⊆ 𝑰⋆    

∀𝒉 ∈ 𝑰⋆   ∫ 𝒉(𝒙) 𝒅𝝀(𝒙)
⬚

𝑮

= 0   ∃𝒇 ∈ 𝑳1(𝑮, 𝝎)  ∃𝒎 ∈ 𝑴0  

 ∶  𝒉 = 𝒎 ∗ 𝒇  

∀𝒉 ∈ 𝑰⋆   ∫ 𝒉(𝒙) 𝒅𝝀(𝒙)
⬚

𝑮

= 0   ∃𝒇 ∈ 𝑳1(𝑮, 𝝎)  ∃𝒎 ∈ 𝑴0   

∶  𝒉 = 𝒇 ∗ 𝒎 
𝑰⋆ ≟ 𝑴0𝑳1(𝑮, 𝝎) = 𝑴𝒓𝑨  ;  𝑰⋆ ≟ 𝑳1(𝑮, 𝝎)     𝑴0 = 𝑨𝑴𝒍      

 است.{ 𝑿توپولوژی روی   𝑶𝑿  {و باید نشان دهیم که 
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∃𝑷: 𝑱0 ⟶ 𝑴0  𝒔. 𝒕  ∀𝑼 ∈ 𝑶𝑴(𝑮,𝝎)   𝑷−1(𝑼)  ∈ 𝑶𝑱0
 

 آید. حکم به دست می ۵-۲ی ون با استفاده از حکم گزارهاکن

𝒍𝒊𝒎باشد. اگر    𝑮یک وزن متقارن بر    𝝎: فرض کنید که    8-۲ی  نتیجه
𝒙⟶∞

𝝎(𝒙) = اه  گنآ     ∞

𝑳1(𝑮, 𝛚) دار نیست. میانگین پذیر به طور تقریبی کران 

∃𝑫: 𝑨 ⟶ 𝑿   ∀(𝒙𝒊)    ∃𝒂 ∈ 𝑨   𝒔. 𝒕   𝑫(𝒂) ≠ 𝒍𝒊𝒎
𝒊

𝒂𝒙𝒊 − 𝒙𝒊𝒂 

⋆𝝎: فرض کنید که  برهان  = √𝛚  پس𝝎 = 𝛀⋆    که متقارن ساز𝝎⋆  باشد.   

         𝝎(𝒙) = 𝝎(𝒙−1) 

𝛀⋆(𝒙) = 𝝎⋆(𝒙)𝝎⋆(𝒙−1) = 𝝎⋆(𝒙)𝝎⋆(𝒙) ⟹ 𝛀⋆(𝒙) = (𝝎⋆(𝒙))
2

= (√𝝎(𝒙))
2

=

𝝎(𝒙) ∀𝒙 ∈ 𝑮 ⟹ 𝛀⋆ = 𝝎.      
𝒍𝒊𝒎فرض کنید که 

𝒙→∞
𝝎(𝒙) = ,𝑳1(𝑮و   ∞ 𝝎)  دار باشد در این  میانگین پذیر به طور تقریبی کران

,𝑳1(𝑮آل مکمل شده از  صورت ایده 𝝎)   ی  ر دارد. بنابر استدلال نتیجهدایک تقریب همانی کران

۲-7  𝑳1(𝑮, 𝝎)  ۳-۲ی   دار است بنابر نتیجه  دارای تقریب همانی کران    𝑳1(𝑮, 𝝎)    انقباض پذیر

,𝑳1(𝑮شود که  نتیجه می  ۲-۲است ، از    ⋆𝝎متقارن ساز    𝝎دار است و از این که  تقریبی کران 𝝎⋆) 

𝝎  میانگین پذیر است و = 𝛀⋆   دار است که با کران( 𝒍𝒊𝒎
𝒙→∞

𝝎(𝒙) = در تناقض است. لذا       (∞

𝑳1(𝑮, 𝝎) دار نیست. میانگین پذیر به طور تقریبی کران 

𝒍𝒊𝒎𝒔𝒖𝒑باشد که   𝑮یک وزن پیوسته بر    𝝎: اگر   9-۲مثال  
𝒙∈𝑮

𝝎(𝒙−1)

𝝎(𝒙)
≤ 𝑳   به ازای ثابت𝑳 >     و  0

  𝒍𝒊𝒎
𝒙→∞

𝝎(𝒙) = ,𝑳1(𝑮اه  گن، آ∞ 𝛚)  .میانگین پذیر به طور تقریبی کران دار نیست 

 وجود دارند به طوری که   𝒄و  𝒕دهد که ثابت های مثبت  فرض نتیجه می برهان :

  𝒄𝝎(𝒙−1) ≤ 𝝎(𝒙) ≤ 𝒕𝝎(𝒙−1)      ∀𝒙 ∈ 𝑮  ⟹  √𝒄𝝎(𝒙−1) ≤ 𝝎(𝒙) ≤

√𝒕𝝎(𝒙−1)   ∀𝒙 ∈ 𝑮 
 زیرا با انتخاب 

  𝒄 = 𝒎𝒂𝒙{
𝝎(𝒙1

−1)

𝝎(𝒙1)
,

𝝎(𝒙2
−1)

𝝎(𝒙2)
, … ,

𝝎(𝒙𝒎
−1)

𝝎(𝒙𝒎)
, 𝑳}  ; 

𝒕 = 𝒎𝒂𝒙 {
𝝎(𝒙1)

𝝎(𝒙1
−1)

,
𝝎(𝒙1)

𝝎(𝒙2
−1)

, … ,
𝝎(𝒙𝒎)

𝝎(𝒙𝒎
−1)

, 𝑳} 

 شود که   دیده می

   ∀𝒙 ∈ 𝑮  √𝒄𝝎(𝒙−1) ≤ 𝝎(𝒙) ≤  √𝒕𝝎⋆(𝒙−1)   
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𝝎⋆(𝒙)و   = √𝛀(𝐱)     بر𝑮  8-۲ی  متقارن است. بنابر نتیجه    𝑳1(𝑮, 𝛚) , 𝑳1(𝑮, 𝝎⋆)  یکریختند 

,𝑳1(𝑮 و 𝝎⋆) ≅ 𝑳1(𝑮, 𝝎)  دار نیستند. میانگین پذیر به طور تقریبی کران 

 

 

 

 های فشرده گیری روی گروههای اندازهها و نگاشتتعاریف وزن .8
های به طور فشرده تولید  دهد که بر گروهها را پوشش میی وسیعی از وزنی قبل دستهنتیجه

 اند. شده تعریف شده

ی ی همسایگی فشرده ی موضعی باشد که به وسیلهیک گروه فشرده  𝑮فرض کنید    :  06-2تعریف  

 تولید شده باشد. قرار دهید  𝑮از عضو همانی   𝑼متقارن  

𝝉: 𝑮 ⟶ ℕ   𝒔. 𝒕   𝝉(𝒙) = 𝒎𝒊𝒏{𝒏 ∈ ℕ ;  𝒙 ∈ 𝑼𝒏}    ∀𝒙 ∈ 𝑮. 

 دار موضعی است.پذیر بورل متقارن کراناندازه 𝝉در این صورت  

 شوند : به صورت زیر تعریف می 𝝉وابسته به نگاشت   𝑮ای روی  جملههای نمایی و چندوزن

𝝎𝜶(𝒙) = (1 + 𝝉(𝒙))𝜶        
Ϭ𝜷(𝒙) = 𝒆𝝉(𝒙)𝜷

                   
𝜶که   > 0و     0 < 𝜷 ≤   است.     1

مانند   Ϭ𝜷و    𝝎𝜶و    𝑮:    ۱0-۲مثال   کنید  را  فرض  قبل  این صورت  تعریف  ,𝑳1(𝑮، در  𝝎𝜶)     و

𝑳1(𝑮, Ϭ𝜷)   دار نیستند. میانگین پذیر تقریبی کران 

 کنیم  اکنون تعریف می برهان :

𝝉: 𝑮 ⟶ ℕ   𝒔. 𝒕   𝝉(𝒙) = 𝒎𝒊𝒏{𝒏 ∈ ℕ ;  𝒙 ∈ 𝑼𝒏}   ∀𝒙 ∈ 𝑮 ; 

که   بررسی کنید  و    𝝉این ساده است که  بورل است  و کراناندازه پذیر  نیز متقارن  دار موضعی 

  هست.

 𝝉−1(𝑼) = {𝒙 ;  𝝉(𝒙) ∈ 𝑼}  ⟹  𝝉−1(𝑼) ∈ ɱ                                                              
𝑼 = 𝑼−1 ⟹  𝝉(𝒙−1) = 𝒎𝒊𝒏{𝒏 ∈ ℕ ; 𝒙−1 ∈ 𝑼𝒏} = 𝒎𝒊𝒏{𝒏 ∈ ℕ ;  𝒙 ∈ 𝑼𝒏} =

𝝉(𝒙)   

 متقارن است.            𝝉لذا  
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𝝉(𝑼) = { 𝝉(𝒙) ;  𝒙 ∈ 𝑼1} = { 𝒎𝒊𝒏{𝒏 ∈ ℕ ;  𝒙 ∈ 𝑼𝐧} ;  𝒙 ∈ 𝑼1 } = {1} 
𝝉(𝑼)چنان وجود دارد که   𝑮    از  𝒆حول    𝑼 لذا همسایگی < دار موضعی است.  کران   𝝉پس      ∞

 اگر

𝝉(𝒚) = 𝒎𝒊𝒏{𝒏 ∈ ℕ ;  𝒚 ∈ 𝑼𝒏} = 𝒎0  ;   𝝉(𝒙) = 𝒎𝒊𝒏{𝒏 ∈ ℕ ;  𝒙 ∈ 𝑼𝒏} = 𝒏0  
    اه گنآ

𝒙𝒚 ∈ 𝑼𝒏0𝑼𝒎0 = 𝑼𝒏0+𝒎0   ⟹    𝝉(𝒙𝒚) ≤ 𝒏0 + 𝒎0 ⟹  𝝉(𝒙𝒚) ≤ 𝝉(𝒙) + 𝝉(𝒚)        
 

𝝉(𝒙𝒚)علاوه بر این    ≤ 𝝉(𝒙) + 𝝉(𝒚)     برای هر𝒙, 𝒚 ∈ 𝑮 در این صورت وقتی که  .𝜶 > 0      

1 ≥ 𝜷 >     هایتنگاش 0

Ϭ𝛃: 𝑮 ⟶ (0, +∞)  𝒔. 𝒕  Ϭ𝛃(𝒙) = 𝒆𝛕(𝐱)𝛃
  ,  Ϭ𝜷(𝒙) = 𝒆𝝉(𝒙)𝜷 

 

𝝎𝜶(𝒙) = (1 + 𝝉(𝒙))𝜶    وزن هایی متقارن از𝑮   هستند و از این که𝑮  .فشرده نیست  

𝒍𝒊𝒎
𝒙→∞

𝝎𝜶(𝒙) = 𝒍𝒊𝒎
𝒙→∞

Ϭ𝜷(𝒙) = ∞ 

,𝑳1(𝑮نه      8-۲ی  بنابر نتیجه 𝝎𝜶)     و𝑳1(𝑮, Ϭ𝜷)   دار  هیچ کدام میانگین پذیر به طور تقریبی کران

شوند. حالت  نامیده می  𝑮ای و نمایی بر  جملههایی چندبه ترتیب وزنϬ𝛃 ، 𝝎𝜶 های  نیستند. وزن

𝑮خاص جایی که   = ℤ   و یا𝑮 = ℝ آیند.های چند جمله ای و نمایی قدیمی به دست میوزن   

 



سازي براي انقباض پذيري يک مشخصه فصل سوم: 

 دارتقريبي کران



 های برلینگ های تعمیم یافته میانگین پذیری از جبر ویژگی ۶۲

 

دار بودن آنها معرفی  های همانی و خواص کراندر فصول پیشین، مفاهیم بنیادی جبر باناخ، تقریب

دار فراهم گردید. در این فصل، به  پذیری تقریبی کرانشد و مقدمات لازم برای بررسی انقباض

دار و ارتباط آنها با  پذیر تقریبی کرانهای ساختاری جبرهای باناخ انقباضتر ویژگیبررسی عمیق

 .شودهای همانی پرداخته میتورهای تقریبی و تقریب

یکی از مسائل اساسی در مطالعه جبرهای باناخ، یافتن شرایطی است که تحت آن یک جبر بتواند 

ها نه تنها برای تحلیل ساختار  پذیر را دارا باشد. این ویژگیدار و انقباضهای همانی کرانتقریب

های مکمل و انتقال  آلداخلی جبر اهمیت دارند، بلکه در کاربردهای نظری، از جمله مطالعه ایده

 .کنندها، نقش حیاتی ایفا میدار به زیرمجموعهخواص کران

ابتدا تعاریف دقیق قطر تقریبی ضربگر این فصل،  انقباضکران-در  دار  پذیری تقریبی کراندار و 

پذیری تقریبی  ها و قضایای معادل بودن شرایط مختلف برای انقباضشود و سپس گزارهارائه می

های  دار و تقریبها، بر پایه استفاده از تورهای کرانهای این گزارهگردد. برهاندار اثبات میکران

 .سازدها را روشن میها و دوگانآلدار، سازوکار انتقال خواص به ایدههمانی کران

پذیری های همانی چپ و راست، و نقش آنها در تضمین انقباضعلاوه بر این، ارتباط میان تقریب

تر جبرهای  گیرد. نتایج این فصل، زمینه لازم برای مطالعه دقیقدار مورد بحث قرار میتقریبی کران

 .آوردها را فراهم میباناخ و کاربرد آنها در تحلیل ساختاری و نظریه تقریب

های مکمل  آلدار به ایدههای همانی کراندر نهایت، این فصل با ارائه نتایج مربوط به انتقال تقریب

یابد، که مبنای بسیاری از مطالعات بعدی  پایان می (Projection) های تصویریو تعریف نگاشت

 .دهدها را تشکیل میدر جبرهای باناخ و تحلیل تقریب

  



 ۶۳   دارکران   یبیتقر  یریانقباض پذ  یبرا   یسازمشخصه   کیفصل سوم:  

 

 

 مقدمات تعاریف و  .۱

دار  دار و انقباض پذیر تقریبی کرانیانگین پذیری تقریبی کرانهای مختلف از مویژگی [7،2] در 

دار به  های کمی متفاوت از انقباض پذیر به طور تقریبی کرانبه دست آمده است. در زیر ما ویژگی

 تر است. آید که به اهداف این تحقیق نزدیک دست می

(𝒖𝒊)در این جا ما یک تور   ⊂ 𝐀 ⨶ 𝐀    را در𝐀 ⨶ 𝐀   )    حاصلضرب تنسوری تصویری   ⨶منظور از

𝑪نامیم هرگاه ثابتی وجود داشته باشد مانند  دار میکران-یک قطر تقریبی ضربگر  )است   > به   0

 طوری که  

𝒂𝒖𝒊 − 𝒖𝒊𝒂 → 0  ,   ‖𝒂𝒖𝒊 − 𝒖𝒊𝒂‖ ≤ 𝑪‖𝒂‖   ,    

ᴨ(𝒖𝒊)𝒂 → 𝒂 , ‖ᴨ(𝒖𝒊)𝒂‖ ≤ 𝑪‖𝒂‖       
∀𝒂 ∈ 𝑨  ∀𝒊   

 ها و قضایا گزاره .۲

 اند.یک جبر باناخ باشد در این صورت شرایط زیر با یکدیگر معادل  𝑨: فرض کنید که    ۱-۳ی  گزاره

 دار است. انقباض پذیر به طور تقریبی کران 𝑨(   جبر باناخ  ۱

 دار است. انقباض پذیر به طور تقریبی کران 𝑨(   جبر باناخ  ۲

(𝒖𝒊) دار مانند  کران-(   یک قطر تقریبی ضربگر۳ ⊂ 𝐀 ⨶ 𝐀    در𝐀 ⨶ 𝐀   وجود دارد به طوری

   دار است.کران (ᴨ(𝒖𝒊))که  

دار   کران-یک قطر تقریبی ضربگر  (𝒖𝒊)نماییم. فرض کنید که  را اثبات می  ۱⟸۳: ابتدا    برهان

 کنیم  دار باشد. در این صورت ما فرض میکران (ᴨ(𝒖𝒋))و 

𝒎(𝒊,𝒋) = 𝒖𝒊 + (𝒆 − ᴨ(𝒖𝒊))⨂(𝒆 − ᴨ(𝒖𝒋)) 

𝒎(𝒊,𝒋)باشد. اکنون     #𝑨 همانی    𝒆فرض کنید که   ∈ 𝑨 ⊕ Ȼ𝒆 ⊗ 𝑨 ⊕ Ȼ𝒆          و ثابتی چون𝑪 >

 وجود دارد به طوری که    0

‖𝒇𝒎(𝒊,𝒋) − 𝒎(𝒊,𝒋)𝒇‖ ≤ 𝑪‖𝒇‖   ∀𝒇 ∈ 𝑨#  ∀𝒊, 𝒋 .     
 زیرا

   𝒇 ∈ 𝑨#  ⟹  𝒇𝒂 + 𝒆  ‖(𝒂 + 𝝀𝒆)𝒎(𝒊,𝒋) − 𝒎(𝒊,𝒋)(𝒂 + 𝝀𝒆)‖ 



 های برلینگ های تعمیم یافته میانگین پذیری از جبر ویژگی ۶4

 

‖(𝒂 + 𝝀𝒆)[𝒖𝒊 + (𝒆 − 𝝅(𝒖𝒊))⨂[𝒆 − 𝝅(𝒖𝒋)]] − [𝒖𝒊 + (𝒆 − 𝝅(𝒖𝒊))⨂[𝒆 −

𝝅(𝒖𝒋)]](𝒂 + 𝝀𝒆)‖ = ‖𝒂𝒖𝒊 + 𝝀𝒖𝒊 + (𝒂 + 𝝀𝒆 − 𝒂𝝅(𝒖𝒊) − 𝝀𝝅(𝒖𝒊))⨂ (𝒆 −

𝝅(𝒖𝒋)) − [𝒖𝒊𝒂 − 𝝀𝒖𝒊 + (𝒆 − 𝝅(𝒖𝒊))⨂(𝒂 + 𝝀𝒆 − 𝝅(𝒖𝒊)𝒂 − 𝝅(𝒖𝒋)𝝀)‖   

‖𝒂𝒖𝒊 − 𝒖𝒊𝒂 + 𝒂 + 𝝀𝒆 − [𝒂𝝅(𝒖𝒊) − 𝝀𝝅(𝒖𝒊)][𝒆 − 𝝅(𝒖𝒋)] + [𝒆 − 𝝅(𝒖𝒊)][𝒂 + 𝝀𝒆 −

𝝅(𝒖𝒋)𝒂 − 𝝅(𝒖𝒋)𝝀‖ ≤ ‖𝒂𝒖𝒊 − 𝒖𝒊𝒂‖ + ‖𝒂 + 𝝀𝒆 − 𝒂𝝅(𝒖𝒊) − 𝝀𝝅(𝒖𝒊)‖. ‖𝒆 −

𝝅(𝒖𝒋)‖ + ‖𝒆 − 𝝅(𝒖𝒊)‖. ‖𝒂 + 𝝀𝒆 − 𝝅(𝒖𝒊)𝒂 − 𝝅(𝒖𝒋)𝝀‖ = ‖𝒂𝒖𝒊 − 𝒖𝒊𝒂‖ +

‖(𝒂 + 𝝀𝒆)(𝒆 − 𝝅(𝒖𝒊)‖. ‖𝒆 − 𝝅(𝒖𝒋)‖ + ‖𝒆 − 𝝅(𝒖𝒊)‖. ‖(𝒆 − 𝝅(𝒖𝒋)(𝒂 + 𝝀𝒆)‖ ≤

‖𝒂𝒖𝒊 − 𝒖𝒊𝒂‖ + ‖𝒂 + 𝝀𝒆‖𝑴𝑵 + 𝑴𝑵‖𝒂 + 𝝀𝒆‖ ≤ 𝑺‖𝒂‖ + (‖𝒂‖ + |𝝀|)𝑴𝑵 +

𝑴𝑵(‖𝒂‖ + |𝝀|) = ‖𝒂‖(𝑺 + 𝑴𝑵 + 𝑴𝑵) + |𝝀|(𝑴𝑵 + 𝑴𝑵) = ‖𝒂‖𝑲 + |𝝀|𝑳 ≤

(‖𝒂‖ + |𝝀|)𝑪 = 𝑪‖𝒇‖  

𝑪که   = 𝒎𝒂𝒙 {𝑲, 𝑳}    است و𝒖𝒊 = ∑ 𝒂𝒊⨂𝒃𝒊
𝒏
𝒊=1  پس 

𝝅(𝒖𝒊) = 𝝅(∑ 𝒂𝒊⨂𝒃𝒊
𝒏
𝒊=1 ) = ∑ 𝝅(𝒏

𝒊=1 𝒂𝒊⨂𝒃𝒊) =  ∑ 𝒂𝒊. 𝒃𝒊
𝒏
𝒊=1  

 𝝅(𝒎(𝒊,𝒋)) = 𝝅(𝒖𝒊 + (𝒆 − 𝝅(𝒖𝒊))⨂ (𝒆 − 𝝅(𝒖𝒋)) = 𝝅 (𝒖𝒊) + 𝝅(𝒆⨂𝒆) +

𝝅(−𝝅(𝒖𝒊)⨂𝒆) + 𝝅 (−𝒆⨂𝝅(𝒖𝒋)) + 𝝅 (𝝅(𝒖𝒊)⨂𝝅(𝒖𝒋)) = 𝝅 (𝒖𝒊) + 𝒆. 𝒆 −

𝝅 (𝒖𝒊). 𝒆 + 𝝅 (𝒖𝒊)𝝅 (𝒖𝒋) − 𝒆. 𝝅 (𝒖𝒋) = 𝝅 (𝒖𝒊) + 𝒆. 𝒆 − 𝝅 (𝒖𝒊) + 𝝅 (𝒖𝒊)𝝅 (𝒖𝒋) −

𝒆. 𝝅 (𝒖𝒋) = 𝒆 + 𝝅 (𝒖𝒊)𝝅 (𝒖𝒋) − 𝒆. 𝝅 (𝒖𝒋) ⟹ 𝝅(𝒎(𝒊,𝒋)) = 𝒆 + 𝝅 (𝒖𝒊)𝝅 (𝒖𝒋) −

𝒆. 𝝅 (𝒖𝒋) 

 𝒍𝒊𝒎
𝒊

𝝅(𝒎(𝒊,𝒋)) = 𝒍𝒊𝒎
𝒊

𝒆 + 𝒍𝒊𝒎
𝒊

𝝅 (𝒖𝒊)𝝅 (𝒖𝒋) − 𝒍𝒊𝒎
𝒊

𝝅 (𝒖𝒋) = 𝒆 + 𝝅 (𝒖𝒋) −

𝝅 (𝒖𝒋) = 𝒆  

𝝅(𝒎(𝒊,𝒋))
𝒊

→ 𝒆  ;   𝒍𝒊𝒎
𝒋

(𝒍𝒊𝒎
𝒊

𝝅(𝒎(𝒊,𝒋))) = 𝒍𝒊𝒎
𝒋

𝒆 = 𝒆 

ᴨ(𝒎(𝒊,𝒋))همچنین    = 𝒆 + ᴨ(𝒖𝒊)ᴨ(𝒖𝒋) − ᴨ(𝒖𝒋)    پس(ᴨ(𝒎(𝒊,𝒋)))  کران تور  با  یک  دار 

وجود دارد   𝒎(𝒊,𝒋)  از  (𝒎𝜶)شود که زیر تور  دار است. به آسانی دیده میحاصلضرب ترتیبی جهت

 به طوری که  

 ‖𝒂𝒎𝜶 − 𝒎𝜶𝒂‖ → 0   ∀𝒂 ∈ 𝑨   ;   ᴨ((𝒎𝜶) → 𝒆    

یک انقباض    𝑨    [2 گزارهی 2.2 ]  دار دارد. با استفاده از کران-یک قطر تقریبی ضربگر  #𝑨پس  

دار است اگر وتنها اگر  دار است. زیرا هر جبر باناخ ، انقباض پذیر تقریبی کرانپذیر تقریبی کران

 دار باشد.   کران-دوگان آن دارای  قطر تقریبی ضربگر



 ۶۵   دارکران   یبیتقر  یریانقباض پذ  یبرا   یسازمشخصه   کیفصل سوم:  

 

 

دار  ذیر به طور تقریبی کرانانقباض پ   𝑨دهد. اگر  را نتیجه می ۲  ،  ۱دهیم که  اکنون ما نشان می 

کران  𝑨    گاه آن  باشد، همانی  تقریب  با  یک  را  آن  که  دارد  می  (𝒆𝜶)دار  دهیم  نشان 

ینتیجه  4.3 ] دار ثابتی چون  . بنابر قضیه ای برای هر جبر باناخ انقباض پذیر تقریبی کران [2 

𝑪 >  و تورهایی مانند   0

  (𝑴𝒊) ⊆ 𝐀 ⨶ 𝐀        و(𝑭𝒊) و(𝑮𝒊)   در𝑨  چنان وجود دارند که 

𝝅(𝑴𝒊) الف(  =  𝑭𝒊 + 𝑮𝒊    

𝒂𝑭𝒊ب(     → 𝜿(𝒂)    رای هر ب𝒂 ∈ 𝑨. 

‖𝒂𝑭𝒊‖پ(     ≤ 𝑪‖𝒂‖ رای هر ب𝒂 ∈ 𝑨   و هر𝒊. 

𝑮𝒊𝒂ت(     → 𝜿(𝒂)  برای هر𝒂 ∈ 𝑨. 

‖𝑮𝒊𝒂‖    ث( ≤ 𝑪‖𝒂‖  برای هر𝒂 ∈ 𝑨   و هر𝒊. 

𝒂𝑴𝒊  (ج − 𝑴𝒊𝒂 − 𝒂⨂𝑮𝒊 + 𝑭𝒊⨂𝒂 → 𝒂برای هر   0 ∈ 𝑨. 

𝒂𝑴𝒊‖(    چ − 𝑴𝒊𝒂 − 𝒂⨂𝑮𝒊 + 𝑭𝒊⨂𝒂‖ ≤ 𝑪‖𝒂‖  برای هر𝒂 ∈ 𝑨  وهر𝒊. 

دار اگر دارای  شود که هر جبر باناخ میانگین پذیر تقریبی کرانثابت می   [2 قضیه ی 3.3 ]  و در

دار است. دار چپ و راست باشد آنگاه دارای تقریب همانی کرانکران-تقریب های همانی ضربگر

دار چپ و  کران-دار دارای تقریب های همانی ضربگرپس هر جبر باناخ  انقباض پذیرتقریبی کران

#𝑨در    (𝒎𝜶) راست می باشد. فرض کنید که    ⨶ 𝑨#  دار برای  کران-یک قطر تقریبی ضربگر𝑨# 

ᴨ((𝒎𝜶)توانیم فرض کنیم که  باشد. می = 𝒆 توانیم  بنویسیم : و بنابر این ما می 

𝒎𝜶 = 𝑴𝜶 − 𝑭𝜶⨂𝒆 − 𝒆⨂𝑮𝜶 + 𝒆⨂𝒆 

   ᴨ(𝒎𝜶) = 𝝅(𝑴𝜶 − 𝑭𝜶⨂𝒆 − 𝒆⨂𝑮𝜶 + 𝒆⨂𝒆) 

ᴨ(𝒎𝜶) = 𝝅(∑  ((𝒂𝒊
𝜶 + 𝝀𝒊

𝜶𝒆)⨂(𝒃𝒊
𝜶 + 𝝁𝒊

𝜶𝒆))) = ∑  𝝅((𝒂𝒊
𝜶 + 𝝀𝒊

𝜶𝒆)⨂(𝒃𝒊
𝜶 +∞

𝒊=1
∞
𝒊=1

𝝁𝒊
𝜶𝒆)) = ∑  (𝒂𝒊

𝜶 + 𝝀𝒊
𝜶𝒆). (𝒃𝒊

𝜶 + 𝝁𝒊
𝜶𝒆)∞

𝒊=1 = ∑  𝒂𝒊
𝜶𝒃𝒊

𝜶∞
𝒊=1 + ∑ 𝝀𝒊

𝜶𝒃𝒊
𝜶∞

𝒊=1 + ∑ 𝝁𝒊
𝜶𝒂𝒊

𝜶∞
𝒊=1 +

∑  (𝝀𝒊
𝜶𝝁𝒊

𝜶)𝒆 ⇒  ∑ 𝝀𝒊
𝜶𝒃𝒊

𝜶∞
𝒊=1 = 𝑮𝜶 

∞
𝒊=1  ;   ∑ 𝝁𝒊

𝜶𝒂𝒊
𝜶∞

𝒊=1 = 𝑭𝜶  ;  ∑ 𝝀𝒊
𝜶𝝁𝒊

𝜶 = 1∞
𝒊=1    

𝑴𝜶  که در آن  ∈ 𝑨 ⨶ 𝑨  𝑭𝜶, 𝑮𝜶 ∈ 𝑨     

𝒂𝒎𝜶 − 𝒎𝜶𝒂 → 0    ∃𝑪 > 0   𝒔. 𝒕   ‖𝒂𝑴𝜶 − 𝑴𝜶𝒂‖ ≤ 𝑪‖𝒂‖  ∀𝜶  , 
    ∀𝒂 ∈ 𝑨 
𝒂𝒎𝜶 − 𝒎𝜶𝒂 → 0 ⟹  𝒂𝑴𝜶 − 𝒂𝑭𝜶⨂𝒆 − 𝒂𝒆⨂𝑮𝒂 + 𝒂𝒆⨂𝒆 − 𝑴𝜶𝒂 + 𝑭𝜶⨂𝒆𝒂 +

𝒆⨂𝑮𝜶𝒂 − 𝒆⨂𝒆𝒂 → 0 ⟹  𝒂𝑴𝜶 − 𝒂𝑭𝜶⨂𝒆 − 𝒂⨂𝑮𝒂 + 𝒂⨂𝒆 − 𝑴𝜶𝒂 + 𝑭𝜶⨂𝒂 +
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𝒆⨂𝑮𝜶𝒂 − 𝒆⨂𝒂 → 0 ⟹  −𝒂𝑭𝜶⨂𝒆 + 𝒂⨂𝒆 + 𝒆⨂𝑮𝜶𝒂 − 𝒆⨂𝒂 → 0 ⟹

−𝒂𝑭𝜶⨂𝒆 + 𝒆⨂𝑮𝜶𝒂 →  𝒂⨂𝒆 − 𝒆⨂𝒂 ⟹  𝒆⨂𝑮𝜶𝒂 − 𝒂𝑭𝜶⨂𝒆 → −( 𝒂⨂𝒆 −

𝒆⨂𝒂) ⟹   𝒆⨂𝑮𝜶𝒂 − 𝒂𝑭𝜶⨂𝒆 →  𝒆⨂𝒂 −  𝒂⨂𝒆 ⟹ 𝑮𝜶𝒂 → 𝒂 , 𝒂𝑭𝜶 → 𝒂   
‖𝒂𝒎𝜶 − 𝒎𝜶𝒂‖ ≤ 𝑫‖𝒂‖

⟹ ‖𝒂𝑴𝜶 − 𝒂𝑭𝜶⨂𝒆 − 𝒂𝒆⨂𝑮𝒂 + 𝒂𝒆⨂𝒆 − 𝑴𝜶𝒂 + 𝑭𝜶⨂𝒆𝒂

+ 𝒆⨂𝑮𝜶𝒂 − 𝒆⨂𝒆𝒂‖

= ‖𝒂𝑴𝜶 − 𝒂𝑭𝜶⨂𝒆 − 𝒂⨂𝑮𝒂 + 𝒂⨂𝒆 − 𝑴𝜶𝒂 + 𝑭𝜶⨂𝒂 + 𝒆⨂𝑮𝜶𝒂

− 𝒆⨂𝒂‖ ≤ 𝑫‖𝒂‖  
‖𝒂𝑴𝜶 − 𝒂𝑭𝜶⨂𝒆 − 𝒂⨂𝑮𝒂 + 𝒂⨂𝒆 − 𝑴𝜶𝒂 + 𝑭𝜶⨂𝒂 + 𝒆⨂𝑮𝜶𝒂 − 𝒆⨂𝒂‖ ≤

 ‖−𝒂𝑭𝜶⨂𝒆 + 𝒂⨂𝒆 + 𝒆⨂𝑮𝜶𝒂 − 𝒆⨂𝒂‖ + ‖𝒂𝑴𝜶 − 𝑴𝜶𝒂 − 𝒂⨂𝑮𝜶 + 𝑭𝜶⨂𝒂‖ ≤

‖𝒂𝑴𝜶 − 𝑴𝜶𝒂 − 𝒂⨂𝑮𝜶 + 𝑭𝜶⨂𝒂‖ + ‖−𝒂𝑭𝜶⨂𝒆 + 𝒂⨂𝒆‖ + ‖𝒆⨂𝑮𝜶𝒂 − 𝒆⨂𝒂‖ ≤

𝑫‖𝒂‖   ⟹  ∃𝑪~ > 0  𝒔. 𝒕  ‖𝒂𝑭𝜶‖ ≤ 𝑪~‖𝒂‖ ; ‖𝑮𝜶𝒂‖ ≤ 𝑪~‖𝒂‖  ;  𝒂⨂𝒆 − 𝒆⨂𝒂 →

0    
‖𝒂𝑴𝜶 − 𝑴𝜶𝒂 − 𝒂⨂𝑮𝜶 + 𝑭𝜶⨂𝒂‖ → 0      𝒂𝑭𝜶 → 𝒂   ;  𝑮𝜶𝒂 → 𝒂 

~𝑪و ثابت مثبتی مانند   >  وجود دارد به طوری که   0

‖𝒂𝑴𝜶 − 𝑴𝜶𝒂 − 𝒂⨂𝑮𝜶 + 𝑭𝜶⨂𝒂‖ ≤ 𝑪~‖𝒂‖ ; ‖𝒂𝑭𝜶‖ ≤ 𝑪~‖𝒂‖ ; ‖𝑮𝜶𝒂‖ ≤

𝑪~‖𝒂‖   ∀𝜶, 𝒂 ∈ 𝑨   
     

دارای    𝑨هستند. از این که    𝑨دار چپ و راست  کران-تقریب های همانی ضربگر  (𝑮𝜶)و  (𝑭𝜶) پس

 را در  (𝑼(𝜶,𝜷))کنیم تور  دار باشد. اکنون تعریف میباشد پس باید کراندار میتقریب همانی کران

 𝑨 ⨶ 𝑨  که 

𝑼(𝜶,𝜷) = 𝑴𝜶 − 𝑭𝜶⨂𝒆𝜷 − 𝒆𝜷⨂𝑮𝜶 + 𝒆𝜷⨂𝒆𝜷 

‖𝒂𝑼(𝜶,𝜷) − 𝑼(𝜶,𝜷)𝒂‖ = ‖𝒂𝑴𝜶 − 𝒂𝑭𝜶⨂𝒆𝜷 − 𝒂𝒆𝜷⨂𝑮𝜶 + 𝒂𝒆𝜷⨂𝒆𝜷 − 𝑴𝜶𝒂 +

𝑭𝜶⨂𝒆𝜷𝒂 + 𝒆𝜷⨂𝑮𝜶𝒂 − 𝒆𝜷⨂𝒆𝜷𝒂‖ ≤ ‖𝒂𝑴𝜶 − 𝑴𝜶𝒂 − 𝒂⨂𝑮𝜶 + 𝑭𝜶⨂𝒂‖+≤

 ‖−𝒂𝑭𝜶⨂𝒆𝜷 + 𝒂⨂𝒆𝜷 + 𝒆𝜷⨂𝑮𝜶𝒂 − 𝒆𝜷⨂𝒂‖ ≤ 𝑪~‖𝒂‖ + ‖−𝒂𝑭𝜶⨂𝒆𝜷 + 𝒂⨂𝒆𝜷 +

𝒆𝜷⨂𝑮𝜶𝒂 − 𝒆𝜷⨂𝒂‖‖𝒂‖ = 𝑪~‖𝒂‖ + ‖−𝒂𝑭𝜶‖‖𝒆𝜷‖ + ‖𝒂‖‖𝒆𝜷‖ + ‖𝒆𝜷‖‖𝑮𝜶𝒂‖ +

‖−𝒆𝜷‖‖𝒂‖ ≤ (𝑪~ + 𝑴)‖𝒂‖  

𝒍𝒊𝒎
(𝜶,𝜷)

(𝒂𝑼(𝜶,𝜷) − 𝑼(𝜶,𝜷)𝒂) 

= 𝒍𝒊𝒎
(𝜶,𝜷)

(𝒂𝑴𝜶 − 𝒂𝑭𝜶⨂𝒆𝜷 − 𝒂𝒆𝜷⨂𝑮𝒂 + 𝒂𝒆𝜷⨂𝒆𝜷 − 𝑴𝜶𝒂 + 𝑭𝜶⨂𝒆𝜷𝒂 + 𝒆𝜷⨂𝑮𝜶𝒂

− 𝒆𝜷⨂𝒆𝜷𝒂) 
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= 𝒍𝒊𝒎
(𝜶,𝜷)

(𝒂𝑴𝜶 − 𝑴𝜶𝒂 − 𝒂⨂𝑮𝜶 + 𝑭𝜶⨂𝒂)

+ 𝒍𝒊𝒎
(𝜶,𝜷)

(−𝒂𝑭𝜶⨂𝒆𝜷 + 𝒂⨂𝒆𝜷 + 𝒆𝜷⨂𝑮𝜶𝒂 − 𝒆𝜷⨂𝒂)

= 𝒍𝒊𝒎
(𝜶,𝜷)

(𝒂𝑴𝜶 − 𝑴𝜶𝒂 − 𝒂⨂𝑮𝜶 + 𝑭𝜶⨂𝒂)

+ (−𝒂⨂𝒆𝜷 + 𝒂⨂𝒆𝜷 − 𝒆𝜷⨂𝒂 + 𝒆𝜷⨂𝒂)

= 0 + (−𝒂⨂𝒆𝜷 + 𝒂⨂𝒆𝜷 − 𝒆𝜷⨂𝒂 + 𝒆𝜷⨂𝒂) = 0 
𝝅(𝑼(𝜶,𝜷))𝒂 = 𝝅(𝑴𝜶 − 𝑭𝜶⨂𝒆𝜷 − 𝒆𝜷⨂𝑮𝒂 + 𝒆𝜷⨂𝒆𝜷)𝒂 

= 𝝅(𝑴𝜶)𝒂 − 𝝅(𝑭𝜶⨂𝒆𝜷)𝒂 − 𝝅(𝒆𝜷⨂𝑮𝒂)𝒂 + 𝝅(𝒆𝜷⨂𝒆𝜷)𝒂 

= 𝝅(𝑴𝜶)𝒂 − 𝑭𝜶. 𝒆𝜷𝒂 − 𝒆𝜷. 𝑮𝒂𝒂 + 𝒆𝜷. 𝒆𝜷𝒂 

= 𝝅(𝒎𝜶 + 𝑭𝜶⨂𝒆 + 𝒆⨂𝑮𝜶 − 𝒆⨂𝒆)𝒂 − 𝝅(𝑭𝜶⨂𝒆𝜷)𝒂 − 𝝅(𝒆𝜷⨂𝑮𝒂)𝒂 

+𝝅(𝒆𝜷⨂𝒆𝜷)𝒂 

= 𝝅(𝒎𝜶)𝒂 + 𝑭𝜶. 𝒆𝒂 + 𝒆. 𝑮𝜶𝒂 − 𝒆. 𝒆𝒂 − 𝑭𝜶. 𝒆𝜷𝒂 − 𝒆𝜷. 𝑮𝒂𝒂 + 𝒆𝜷. 𝒆𝜷𝒂 

= 𝒆𝒂 + 𝑭𝜶. 𝒆𝒂 + 𝒆. 𝑮𝜶𝒂 − 𝒆. 𝒆𝒂 − 𝑭𝜶. 𝒆𝜷𝒂 − 𝒆𝜷. 𝑮𝒂𝒂 + 𝒆𝜷. 𝒆𝜷𝒂 ⟶ 𝒆𝒂 = 𝒂 
 

‖𝝅(𝑼(𝜶,𝜷))𝒂‖ = ‖𝒆𝒂 + 𝑭𝜶. 𝒆𝒂 + 𝒆. 𝑮𝜶𝒂 − 𝒆. 𝒆𝒂 − 𝑭𝜶. 𝒆𝜷𝒂 − 𝒆𝜷. 𝑮𝒂𝒂 + 𝒆𝜷. 𝒆𝜷𝒂‖

= ‖(𝒆. 𝒆 + 𝑭𝜶. 𝒆 + 𝒆. 𝑮𝜶 − 𝒆. 𝒆 − 𝑭𝜶. 𝒆𝜷 − 𝒆𝜷. 𝑮𝒂 + 𝒆𝜷. 𝒆𝜷)𝒂‖

≤ ‖𝒆. 𝒆 + 𝑭𝜶. 𝒆 + 𝒆. 𝑮𝜶 − 𝒆. 𝒆𝜷 − 𝑭𝜶. 𝒆𝜷 − 𝒆𝜷. 𝑮𝒂 + 𝒆𝜷. 𝒆‖‖𝒂‖

≤ 𝑵‖𝒂‖ 
دار برای  کران-یک قطر تقریبی ضربگر  (𝑼(𝜶,𝜷))توان آزمایش کرد که زیر تور  پس به آسانی می

𝑨 .است  

- یک  قطر تقریبی ضربگر   (𝑼𝜶)نتیجه دهد که     ۲اثبات شده است. در پایان اگر    ۲⟸۱پس  

است. که باید    𝑨دار برای  کران-یک تقریب همانی ضربگر  (𝝅(𝑼𝜶))اه  گناست آ  𝑨دار برای  رانک

اثبات    ۳⟸۲، پس  ی فرضدار است به وسیلهانی کراندارای یک تقریب هم  𝑨دار باشد زیرا کران

 شود.می

 𝑱دار باشد و فرض کنید که  انقباض پذیر به طور تقریبی کران  𝑨: فرض کنید که    ۲-۳ی  نتیجه

تقریب همانی    𝑱باشد. در این صورت    𝑨مکمل شده در    𝑱باشد. اگر    𝑨از    ]راست[آل بسته چپ  ایده

 راست

 چنان وجود دارند که   𝒄و یک ثابت  𝑱 در  (𝒑𝒊) دار دارد که تور  کران-ضربگر ] چپ[ 

   𝒓𝒑𝒊 → 𝒓  ;     ‖𝒓𝒑𝒊‖ ≤ 𝒄‖𝒓‖     [𝒑𝒊𝒓 → 𝒓     ‖𝒑𝒊𝒓‖ ≤ 𝒄‖𝒓‖]    ∀𝒓 ∈ 𝑱.     
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آل راست ایده  𝑱نماییم و در حالتی که  آل چپ باشد قضیه را اثبات میایده  𝑱برهان : در حالتی که  

 شود.باشد به طور مشابه  ثابت می

𝑨در    (𝑼𝒊) فرض کنید که   ⨶ 𝑨  دار برای  کران-یک قطر تقریبی ضربگر𝑨    باشد به طوری که

(𝛑(𝑼𝒊)) دار باشد. در این صورت کران 

∃𝑰 ≼ 𝑨  𝒔. 𝒕  𝑨 = 𝑰 ⊕ 𝑱  ⟹ 

∀𝒂 ∈ 𝑨 ∃𝒊𝒂 ∈ 𝑰 , ∃𝒋
𝒂

∈ 𝑱   𝒔. 𝒕   𝒂 = 𝒊𝒂 + 𝒋
𝒂  

𝑷: 𝑨 ⟶ 𝑱  𝒔. 𝒕 𝑷(𝒂) = 𝒋
𝒂

 

𝒂 = 𝒃 ⟹  𝒃 = 𝒊𝒂 + 𝒋𝒂  ;  𝑷(𝒃) = 𝑷(𝒊𝒂 + 𝒋𝒂  ) = 𝒋𝒂  = 𝑷(𝒂) 

(𝑷𝑶𝑷)(𝒂) = 𝑷(𝑷(𝒂)) = 𝑷(𝒋𝒂  ) = 𝒋𝒂  = 𝑷(𝒂)  ⟹   𝑷(𝑷(𝒂)) = 𝑷(𝒂)  

:𝑷فرض کنید که   𝑨 ⟶ 𝑱  کنیممیی تصویری باشد تعریف ستهیک نگاشت پیو ، 

𝝍: 𝑨 ⨶ 𝑨 ⟶ 𝑱    𝒔. 𝒕   𝝍(𝒂 ⊗ 𝒃) = 𝒂𝑷(𝒃)    

∀𝒂, 𝒃 ∈ 𝑨    
∃𝝋: 𝑨 × 𝑨 ⟶ 𝑱    𝒔. 𝒕    𝝋(𝒂, 𝒃) = 𝒂𝑷(𝒃)  ;  𝒂 = 𝒄 , 𝒃 = 𝒅 ⟹  𝒂𝑷(𝒃) =

𝒄𝑷(𝒅)  ⟹  𝝋(𝒂, 𝒃) = 𝝋(𝒄, 𝒅)     
𝝋(𝒂, 𝝀𝒃 + 𝒄) = 𝒂𝑷(𝝀𝒃 + 𝒄) = 𝒂(𝝀𝑷(𝒃) + 𝑷(𝒄)) = 𝒂𝝀𝑷(𝒃) + 𝒂𝑷(𝒄)

= 𝝀𝝋(𝒂, 𝒃) + 𝝋(𝒂, 𝒄) 

𝝋(𝝀𝒂 + 𝒙, 𝒃) = (𝝀𝒂 + 𝒙)𝑷(𝒃) = 𝝀𝒂𝑷(𝒃) + 𝒙𝑷(𝒃) = 𝝀𝝋(𝒂, 𝒃) + 𝝋(𝒙, 𝒃) 

𝝍(𝒓𝒂⨂𝒃) = 𝒓𝒂𝑷(𝒃) = 𝒓𝝍(𝒂⨂𝒃)  ⟹  𝝍(𝒓𝒖𝒊) = 𝒓𝝍(𝒖𝒊)    ∀𝒓 ∈ 𝑱 

𝒓𝝍(𝒖𝒊) = 𝒓𝝍(∑ 𝒂𝒊
∞
𝒊=1 ⨂𝒃𝒊) = 𝒓 ∑ 𝝍(𝒂𝒊⨂𝒃𝒊

∞
𝒊=1 ) = 𝒓 ∑ 𝒂𝒊𝑷(𝒃𝒊) =∞

𝒊=1
∑ 𝒓𝒂𝒊𝑷(𝒃𝒊)∞

𝒊=1    
𝝅(𝒖𝒊)𝒓 + 𝝍(𝒓𝒖𝒊 − 𝒖𝒊𝒓) = 𝝅(∑ 𝒂𝒊

∞
𝒊=1 ⨂𝒃𝒊)𝒓 + 𝝍(𝒓 ∑ 𝒂𝒊

∞
𝒊=1 ⨂𝒃𝒊 −

∑ 𝒂𝒊
∞
𝒊=1 ⨂𝒃𝒊𝒓) =  ∑ 𝒂𝒊

∞
𝒊=1 . 𝒃𝒊𝒓 + ∑ 𝒓𝒂𝒊

∞
𝒊=1 𝑷(𝒃𝒊) − ∑ 𝒂𝒊

∞
𝒊=1 𝑷(𝒃𝒊𝒓) =

∑ 𝒂𝒊
∞
𝒊=1 . 𝒃𝒊𝒓 + ∑ 𝒓𝒂𝒊

∞
𝒊=1 𝑷(𝒃𝒊) − ∑ 𝒂𝒊

∞
𝒊=1 𝒃𝒊𝒓 = ∑ 𝒓𝒂𝒊𝑷(𝒃𝒊)∞

𝒊=1  ⟹  𝒓𝝍(𝒖𝒊) =

 𝝅(𝒖𝒊)𝒓 + 𝝍(𝒓𝒖𝒊 − 𝒖𝒊𝒓)  
 

𝑷𝒐𝑷(𝒂)  ] پوشا و پروژکتیو   𝑷از آنجایی که   = 𝑷(𝒂)  ∀𝒂 ∈ 𝑨 ]  است. پس 

∀𝒓 ∈ 𝑱    ∃𝒂 ∈ 𝑨  𝒔. 𝒕 𝑷(𝒂) = 𝒓  ;   𝑷(𝒓) = 𝑷(𝑷(𝒂)) = (𝑷𝒐𝑷)(𝒂) = 𝑷(𝒂)

= 𝒓 ⟹ 𝑷(𝒓) = 𝒓 ;  𝒃𝒊 ∈ 𝑨  , 𝒓 ∈ 𝑱 , 𝑱 ≼ 𝑨  ⟹ 𝒃𝒊𝒓 ∈ 𝑱 

⟹ 𝑷(𝒃𝒊𝒓) = 𝒃𝒊𝒓 
𝒓𝝍(𝒖𝒊) =  𝝅(𝒖𝒊)𝒓 + 𝝍(𝒓𝒖𝒊 − 𝒖𝒊𝒓) ∀𝒓 ∈ 𝑱     ;   𝝍(𝒖𝒊) ∈ 𝑱     ; 

 𝒑𝒊 =  𝝍(𝒖𝒊)   
∀𝒂 ∈ 𝑨  𝒂𝒖𝒊 − 𝒖𝒊𝒂 ⟶ 0  ; 𝒓 ∈ 𝑱 ≼ 𝑨  ⟹   𝒓𝒖𝒊 − 𝒖𝒊𝒓 → 0   
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𝝍(𝒓𝒖𝒊شود که   پیوسته است نتیجه می 𝝍از این که   − 𝒖𝒊𝒓) →  و   0

 ∀𝒂 ∈ 𝑨   ,   𝝅(𝒖𝒊)𝒂 → 𝒂  
𝝅(𝒖𝒊)𝒓لذا   → 𝒓   بنابر این𝒓𝝍(𝒖𝒊) → 𝒓    پس𝒓𝒑𝒊 → 𝒓 

‖𝒓𝒑𝒊‖ = ‖𝝅(𝒖𝒊)𝒓 + 𝝍(𝒓𝒖𝒊 − 𝒖𝒊𝒓)‖ ≤ ‖𝝅(𝒖𝒊)𝒓‖ + ‖𝝍(𝒓𝒖𝒊 − 𝒖𝒊𝒓)‖

≤ 𝑪‖𝒓‖ + ‖𝝍(𝒓𝒖𝒊 − 𝒖𝒊𝒓)‖ ≤ 𝑪‖𝒓‖ + 𝑫‖𝒓‖ = (𝑪 + 𝑫)‖𝒓‖

= 𝒄‖𝒓‖ 

 است. 𝑱دار راست برای کران-تقریب همانی ضربگر  یک 𝑱در   (𝒑𝒊)دهد که  این نتیجه می
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های  ی گروههای تابع، به ویژه در زمینهها و فضایتحلیلی گروهی ساختارهای جبری و در مطالعه

میSIN شبه ایفا  بنیادینی  و  اساسی  نقش  برلینگ  جبرهای  ترکیب  ،  با  که  جبرها،  این  کنند. 

شوند، امکان تحلیل دقیق تعاملات میان توابع،  دار تعریف میو توابع وزن  ۱های کانولوشنعملیات

آورند. شناخت دقیق این جبرها نه تنها به درک رفتار  های دوطرفه را فراهم میها و مدولتوزیع

های هارمونی، تحلیل تابعی و توپولوژی  کند، بلکه در توسعه نظریهکمک می SIN های شبهگروه

 .ای داردگروهی نیز اهمیت ویژه

بررسی   این زمینه،  کلیدی در  نکات  از  بر فضاهایعملیکی  و چپ  وزن  با  ∞𝑳 و𝑳1 های راست 

 M(G×G, ω×ω) های دوطرفه و فضای توزیعیها به مدولی بسط این عملیاتمناسب و نحوه

مرکزی و روابط آن دار شبهدهند تا مفهوم تقریب همانی کراناست. این ساختارها به ما اجازه می

 .ها را دقیقاً تعریف و تحلیل کنیمگروه-SIN با شبه

، با 𝑳1(G,ω)⊗̂ 𝑳1(G,ω) با خود، یعنی𝑳1 شود که تنسور فضایدر این فصل، ابتدا نشان داده می

های مدول راست و ی تعریف عملهمریخت است و این همریختی، پایه 𝑳1(G×G,ω×ω) فضای

و  C₀(G×G, 1/(ω×ω)) های مناسب در فضایآورد. سپس با معرفی خودریختیچپ را فراهم می

آن خواص  و  بررسی  دقیق  تعریف  امکان  مدولها،  تعامل  میبررسی  فراهم  با  ها  ادامه،  در  شود. 

های  های مربوط به گروهها و توزیعمدول  مرکزی، رفتاردار شبهگیری از تقریب همانی کرانبهره 

 .شودتحلیل می SIN شبه

ها،  گروه-SIN ی جبرهای برلینگ بر شبهی چارچوبی جامع برای مطالعههدف اصلی این فصل، ارائه

مرکزی در تحلیل دار شبههای دوطرفه و نشان دادن نقش تقریب همانی کرانبررسی خواص مدول

بر ارزش نظری، در کاربردهای تحلیل هارمونی، تئوری  این مباحث، علاوه  این ساختارها است. 

 .ها نیز اهمیت دارندنمایندگی و تحلیل توزیعی گروه

  

 
 . نیست  این  آل  ایده  مکمل  و  به معنای پیچش  -  ۱
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,𝑳۱(𝑮های طبیعی راست و چپ از  عمل 𝝎) در فضای 
𝑳1(𝑮, 𝝎) ⨶ 𝑳1(𝑮, 𝝎) ≅ 𝑳1(𝑮 × 𝑮, 𝝎 × 𝝎) 

,𝑳1(𝑮های راست و چپ از  عمل 𝝎)   در𝑳∞(𝑮 × 𝑮,
1

𝝎×𝝎
 کنیم. فضای را تعریف می (

 𝑪0(𝑮 × 𝑮,
1

𝝎×𝝎
𝑳∞(𝑮یک زیر مدول از    ( × 𝑮,

1
𝝎×𝝎

های دوگان شده است ، که  برای عمل  (

 آید.های زیر به دست میاین با فرمول

𝒇. 𝜱(𝒙, 𝒚) = ∫ 𝜱(𝒙, 𝒚𝒛)𝒇(𝒛) 𝒅𝒛   ;  
⬚

𝑮
𝜱. 𝒇(𝒙, 𝒚) = ∫ 𝜱(𝒛𝒙, 𝒚)𝒇(𝒛) 𝒅𝒛

⬚

𝑮
  

,𝑳1(𝑮دهیم که   ابتدا نشان می 𝝎) ⨶ 𝑳1(𝑮, 𝝎) ≅ 𝑳1(𝑮 × 𝑮, 𝝎 × 𝝎) 

∃𝜽: 𝑳1(𝑮, 𝝎) × 𝑳1(𝑮, 𝝎) ⟶ 𝑳1(𝑮 × 𝑮, 𝝎 × 𝝎)    𝜽(𝒇, 𝒈)(𝒙, 𝒚) = 𝒇(𝒙)𝒈(𝒚)  

(𝒇, 𝒈) = (𝒉, 𝒋)  ⟹   ∀(𝒙, 𝒚) ∈ 𝑮 × 𝑮   (𝒇, 𝒈)(𝒙, 𝒚) = (𝒉, 𝒋)(𝒙, 𝒚)  ⟹  𝒇(𝒙) =

𝒉(𝒙), 𝒈(𝒚) = 𝒋(𝒚) ⟹ 𝒇(𝒙)𝒈(𝒚) = 𝒉(𝒙)𝒋(𝒚)  ⟹   𝜽(𝒇, 𝒈)(𝒙, 𝒚) =

𝜽(𝒉, 𝒋)(𝒙, 𝒚)  ⟹  𝜽(𝒇, 𝒈) = 𝜽(𝒉, 𝒋)    
𝜽(𝒇, 𝒈 + 𝒉)(𝒙, 𝒚) = 𝒇(𝒙)(𝒈 + 𝒉)(𝒚) = 𝒇(𝒙)(𝒈(𝒚) + 𝒉(𝒚))

= 𝒇(𝒙)𝒈(𝒚) + 𝒇(𝒙)𝒉(𝒚) = 𝜽(𝒇, 𝒈)(𝒙, 𝒚) + 𝜽(𝒇, 𝒉)(𝒙, 𝒚)

= (𝜽(𝒇, 𝒈) + 𝜽(𝒇, 𝒉))(𝒙, 𝒚)  ⟹  𝜽(𝒇, 𝒈 + 𝒉)

=  𝜽(𝒇, 𝒈) + 𝜽(𝒇, 𝒉)      
𝜽(𝒇 + 𝒈, 𝒉)(𝒙, 𝒚) = (𝒇 + 𝒈)(𝒙)𝒉(𝒚) = (𝒇(𝒙) + 𝒈(𝒙))𝒉(𝒚)

= 𝒇(𝒙)𝒉(𝒚) + 𝒈(𝒙)𝒉(𝒚) = 𝜽(𝒇, 𝒉)(𝒙, 𝒚) + 𝜽(𝒈, 𝒉)(𝒙, 𝒚)

= (𝜽(𝒇, 𝒉) + 𝜽(𝒈, 𝒉))(𝒙, 𝒚) ⟹  𝜽(𝒇 + 𝒈, 𝒉) = 𝜽(𝒇, 𝒉) + 𝜽(𝒈, 𝒉) 

∀𝜶 ∈ Ȼ      
 

𝜽(𝜶𝒇, 𝒈)(𝒙, 𝒚) = 𝜶𝒇(𝒙)𝒈(𝒚) = 𝜶𝜽(𝒇, 𝒈)(𝒙, 𝒚) = 𝜶(𝜽(𝒇, 𝒈))(𝒙, 𝒚)  ⟹  𝜽(𝜶𝒇, 𝒈)

= 𝜶𝜽(𝒇, 𝒈) 

𝜽(𝒇, 𝜶𝒈)(𝒙, 𝒚) = 𝒇(𝒙)𝜶𝒈(𝒚) =  𝜶𝒇(𝒙)𝒈(𝒚) = 𝜶𝜽(𝒇, 𝒈)(𝒙, 𝒚) =

𝜶(𝜽(𝒇, 𝒈))(𝒙, 𝒚)  ⟹  𝜽(𝒇, 𝜶𝒈) = 𝜶𝜽(𝒇, 𝒈)     

 

 اساسی تنسور نگاشتی اکنون بنابر قضیه

 𝝍: 𝑳1(𝑮, 𝝎) ⨶ 𝑳1(𝑮, 𝝎) ⟶ 𝑳1(𝑮 × 𝑮, 𝝎 × 𝝎)      چنان وجود دارد که 

𝝍(𝒇⨂𝒈)(𝒙, 𝒚) = 𝒇(𝒙)𝒈(𝒚) 
𝝍: 𝑳1(𝑮, 𝝎) ⨶ 𝑳1(𝑮, 𝝎) ⟶ 𝑳1(𝑮 × 𝑮, 𝝎 × 𝝎)     𝒔. 𝒕    𝝍(𝒇⨂𝒈) = 𝜽(𝒇, 𝒈)     

𝝍(𝒇⨂𝒈)(𝒙, 𝒚) = 𝜽(𝒇, 𝒈)(𝒙, 𝒚) = 𝒇(𝒙)𝒈(𝒚)  𝒊. 𝒆   𝝍(𝒇⨂𝒈)(𝒙, 𝒚) = 𝒇(𝒙)𝒈(𝒚) ⟹
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 𝝍(𝒇⨂(𝒈 + 𝒉)) = 𝝍(𝒇⨂𝒈) + 𝝍(𝒇⨂𝒉) ; 𝝍((𝒇 + 𝒈)⨂𝒉) = 𝝍(𝒇⨂𝒉) +

𝝍(𝒈⨂𝒉)  ; 𝝍(𝜶𝒇⨂𝒈) = 𝜶𝝍(𝒇⨂𝒈) ;  𝝍(𝒇⨂𝜶𝒈) = 𝜶𝝍(𝒇⨂𝒈)  

𝝍((𝒇⨂𝒉)(𝒈⨂𝒌))(𝒙, 𝒚) = 𝜽((𝒇, 𝒉)(𝒈, 𝒌))(𝒙, 𝒚) = 𝜽(𝒇𝒈, 𝒉𝒌)(𝒙, 𝒚)

= (𝒇𝒈)(𝒙)(𝒉𝒌)(𝒚) = 𝒇(𝒙)𝒈(𝒙)𝒉(𝒚)𝒌(𝒚) = 𝒇(𝒙)𝒉(𝒚)𝒈(𝒙)𝒌(𝒚)

= 𝜽(𝒇, 𝒉)(𝒙, 𝒚)𝜽(𝒈, 𝒌)(𝒙, 𝒚) = (𝜽(𝒇, 𝒉)𝜽(𝒈, 𝒌))(𝒙, 𝒚)

⟹  𝜽((𝒇, 𝒉)(𝒈, 𝒌)) = 𝜽(𝒇, 𝒉)𝜽(𝒈, 𝒌))  ⟹  𝝍((𝒇 ⊗ 𝒉)(𝒈 ⊗ 𝒌))

= 𝝍(𝒇⨂𝒉)𝝍(𝒈⨂𝒌)       
 𝝍(𝒇⨂𝒈) = 𝝍(𝒉⨂𝒌) ⟹ 𝝍(𝒇⨂𝒈)(𝒙, 𝒚) = 𝝍(𝒉⨂𝒌)(𝒙, 𝒚) ⟹  𝒇(𝒙)𝒈(𝒚) =

𝒉(𝒙)𝒌(𝒚) ⟹ 𝒇(𝒙) = 𝒉(𝒙), 𝒈(𝒚) = 𝒌(𝒚)  ⟹ 𝒇 = 𝒉 , 𝒈 = 𝒌 ⟹  𝒇⨂𝒈 =

𝒉⨂𝒌 ⟹  𝝍: 1 − 1  

 باشد.پوشا می 𝝍نگاشت    [22] بنابر

𝝍(𝒇⨂𝒈)(𝒙, 𝒚) = 𝒇(𝒙)𝒈(𝒚)    
     

برد. پس بین یک به یک و پوشا و دوخطی و خوشتعریف است و ضرب را به ضرب می  𝝍پس  

 یکریختی برقرار است. 𝝍دامنه و برد  

𝑳1(𝑮, 𝝎) ⨶ 𝑳1(𝑮, 𝝎) ≅ 𝑳1(𝑮 × 𝑮, 𝝎 × 𝝎) 

(𝒇. 𝜱)(𝒈) = 𝜱(𝒈 ∗ 𝒇) 
(𝜱. 𝒇)(𝒈) = 𝜱(𝒇 ∗ 𝒈)  

 

𝒇. 𝜱(𝒙, 𝒚) = ∫ 𝜱(𝒙, 𝒚𝒛)𝒇(𝒛) 𝒅𝒛   ;  
⬚

𝑮
𝜱. 𝒇(𝒙, 𝒚) = ∫ 𝜱(𝒛𝒙, 𝒚)𝒇(𝒛) 𝒅𝒛

⬚

𝑮
  

∀𝒇 ∈ 𝑳1(𝑮, 𝝎) ∀𝜱 ∈ 𝑪0(𝑮 × 𝑮,
1

𝝎×𝝎
)  ∀𝒙, 𝒚 ∈ 𝑮   

1
𝝎×𝝎

𝜱: 𝑮 × 𝑮 ⟶ [0, +∞) ∀𝜺 > 0  ∃𝑲   ∀𝒙, 𝒚 ∈ 𝑮  ‖
1

𝝎×𝝎
(𝒙, 𝒚)𝜱(𝒙, 𝒚)‖ < 𝜺      

  𝒊. 𝒆   
1

𝝎×𝝎
𝜱 ∈ 𝑪0(𝑮 × 𝑮)  ;   𝝎𝒇 ∈ 𝑳1(𝑮) 𝒊. 𝒆  

 ∫ 𝝎(𝒕)𝒇(𝒕) 𝒅𝒕
⬚

𝑮
< ∞    

 

𝑪۰(𝑮 را در   𝑻ریختی  خود   × 𝑮,
۱

𝝎×𝝎
 : نماییمبه این شکل تعریف می    (

𝑻: 𝑪0(𝑮 × 𝑮,
1

𝝎×𝝎
) ⟶ 𝑪0(𝑮 × 𝑮,

1
𝝎×𝝎

)        𝑻(𝜱)(𝒙, 𝒚) = 𝜱(𝒚, 𝒙)  
𝜱 = 𝝍  ⟹  ∀(𝒙, 𝒚) ∈ 𝑮 × 𝑮   𝜱(𝒙, 𝒚) = 𝝍(𝒙, 𝒚)  ⇒  𝜱(𝒚, 𝒙) = 𝝍(𝒚, 𝒙)  ⟹

𝑻(𝜱)(𝒙, 𝒚) = 𝑻(𝝍)(𝒙, 𝒚)   ⟹     𝑻(𝜱) = 𝑻(𝝍)        
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‖𝜱‖ = 𝒔𝒖𝒑
𝒙,𝒚∈𝑮

‖𝜱(𝒚, 𝒙)‖ = 𝒔𝒖𝒑
𝒙,𝒚∈𝑮

‖𝑻(𝜱)(𝒙, 𝒚)‖ = ‖𝑻(𝜱)‖ 

∀𝜱(𝒚, 𝒙) ∈ Ȼ    ∃(𝒙, 𝒚) ∈ 𝑮 × 𝑮   𝒔. 𝒕  𝑻(𝜱)(𝒙, 𝒚) = 𝜱(𝒚, 𝒙) 

𝑻(𝜱) = 𝑻(𝝍)  ⟹  ∀(𝒙, 𝒚) ∈ 𝑮 × 𝑮  𝑻(𝜱)(𝒙, 𝒚) = 𝑻(𝝍)(𝒙, 𝒚) ⟹  

𝜱(𝒚, 𝒙) = 𝝍(𝒚, 𝒙)  ⟹      𝜱 = 𝝍   ⟹   𝑻: 1 − 1 
 پوشا و یک به یک و خوشتعریف است.  𝑻پس  

,𝜱همچنین برای هر   𝝍 ∈ 𝑪0(𝑮 × 𝑮,
1

𝝎×𝝎
   داریم:   (

𝑻(𝜶𝜱 + 𝝍)(𝒙, 𝒚) = (𝜶𝜱 + 𝝍)(𝒚, 𝒙) = 𝜶𝜱(𝒚, 𝒙) + 𝝍(𝒚, 𝒙) = 𝜶𝑻(𝜱)(𝒙, 𝒚) +

𝑻(𝝍)(𝒙, 𝒚) =  [𝜶𝑻(𝜱) + 𝑻(𝝍)](𝒙, 𝒚)  ⟹  𝑻(𝜶𝜱 + 𝝍) = 𝜶𝑻(𝜱) + 𝑻(𝝍)    
 𝑻(𝜱𝝍)(𝒙, 𝒚) = (𝜱𝝍)(𝒚, 𝒙) = 𝜱(𝒚, 𝒙)𝝍(𝒚, 𝒙) = 𝑻(𝜱)(𝒙, 𝒚)𝑻(𝝍)(𝒙, 𝒚) = 
[𝑻(𝜱)𝑻(𝝍)](𝒙, 𝒚) ⟹ 𝑻(𝜱𝝍) = 𝑻(𝜱)𝑻(𝝍)    ∀𝜶 ∈ Ȼ   , 

 همریختی نیز هست.  𝑻پس  

∀𝒙, 𝒚 ∈ 𝑮   ∀𝜱 ∈ 𝑪0(𝑮 × 𝑮,
1

𝝎×𝝎
)       ;  

 کنیم :تعریف می

  𝒇𝒐𝜱 = 𝑻(𝒇. 𝑻(𝜱))   ;    𝜱𝒐𝒇 = 𝑻(𝑻(𝜱). 𝒇)    

𝑪۰(𝑮عمل ترکیب توابع در  × 𝑮,
۱

𝝎×𝝎
)      

,𝑳1(𝑮های  فرمول های عمل 𝝎)    باناخ دو مدول در𝑪0(𝑮 × 𝑮,
1

𝝎×𝝎
های مدول هستند.  عمل      (

با عمل ضرب ترکیب شده و دارای قابلیت جا به جایی است. باید نشان    )عمل ترکیب توابع    (  oو  

 دهیم 

𝒇. (𝒈. 𝜱) = (𝒇 ∗ 𝒈). 𝜱   ; 𝒇. (𝜱 + 𝝍) = 𝒇. 𝜱 + 𝒇. 𝝍  ;    

 (𝒇 + 𝒈). 𝜱 = 𝒇. 𝜱 + 𝒈. 𝜱 
(𝜱. 𝒈). 𝒇 = 𝜱. (𝒇 ∗ 𝒈)  ; (𝜱 + 𝝍). 𝒇 = 𝜱. 𝒇 + 𝝍. 𝒇     ;  

  𝜱. (𝒇 + 𝒈) = 𝜱. 𝒇 + 𝜱. 𝒈 
𝒇𝒐(𝒈𝒐𝜱) = (𝒇 ∗ 𝒈)𝒐𝜱   ;  𝒇𝒐(𝜱 + 𝝍) = 𝒇𝒐𝜱 + 𝒇𝒐𝝍   ;  

 (𝒇 + 𝒈)𝒐𝜱 = 𝒇𝒐𝜱 + 𝒈𝒐𝜱 
(𝜱𝒐𝒈)𝒐𝒇 = 𝜱𝒐(𝒇 ∗ 𝒈) ;  (𝜱 + 𝝍)𝒐𝒇 = 𝜱𝒐𝒇 + 𝝍𝒐𝒇  ;  

𝜱𝒐(𝒇 + 𝒈) = 𝜱𝒐𝒇 + 𝜱𝒐𝒈 
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𝒇. (𝜱 + 𝝍)(𝒙, 𝒚) = ∫ (𝜱 + 𝝍)(𝒙, 𝒚𝒛)𝒇(𝒛) 𝒅𝒛 =
⬚

𝑮 ∫ 𝜱(𝒙, 𝒚𝒛)𝒇(𝒛) 𝒅𝒛
⬚

𝑮
+

∫ 𝝍(𝒙, 𝒚𝒛)𝒇(𝒛) 𝒅𝒛 = 𝒇. 𝜱(𝒙, 𝒚) + 𝒇. 𝝍(𝒙, 𝒚) = (𝒇. 𝜱 + 𝒇. 𝝍)(𝒙, 𝒚)  ⟹   𝒇. (𝜱 +
⬚

𝑮

𝝍) = 𝒇. 𝜱 + 𝒇. 𝝍  

(𝒇 + 𝒈). 𝜱(𝒙, 𝒚) = ∫ 𝜱(𝒙, 𝒚𝒛)(𝒇 + 𝒈)(𝒛) 𝒅𝒛 =
⬚

𝑮 ∫ 𝜱(𝒙, 𝒚𝒛)𝒇(𝒛) 𝒅𝒛
⬚

𝑮
+

∫ 𝜱(𝒙, 𝒚𝒛)𝒈(𝒛) 𝒅𝒛
⬚

𝑮
= 𝒇. 𝜱(𝒙, 𝒚) + 𝒈. 𝜱(𝒙, 𝒚) = (𝒇. 𝜱 + 𝒈. 𝜱)(𝒙, 𝒚) ⟹

(𝒇 + 𝒈). 𝜱 = 𝒇. 𝜱 + 𝒈. 𝜱  
     

 

(𝒇 ∗ 𝒈). 𝜱 = ∫ 𝜱(𝒙, 𝒚𝒛)(𝒇 ∗ 𝒈)(𝒛) 𝒅𝒛 =
⬚

𝑮 ∫ 𝜱(𝒙, 𝒚𝒛)
⬚

𝑮 ∫ 𝒇(𝒕)𝒈(𝒕−1𝒛)𝒅𝒕𝒅𝒛 =
⬚

𝑮

∫ 𝜱(𝒙, 𝒚𝒛)𝒇(𝒕)𝒈(𝒕−1𝒛)𝒅𝒕𝒅𝒛 =
⬚

𝑮2 𝒇. (𝒈. 𝜱)(𝒙, 𝒚) = ∫ (𝒈. 𝜱)(𝒙, 𝒚𝒛)𝒇(𝒛)𝒅𝒛 =
⬚

𝑮

∫ ∫ 𝜱(𝒙, 𝒚𝒛𝒕)𝒈(𝒕)𝒅𝒕𝒇(𝒛)𝒅𝒛 = ∫ 𝜱(𝒙, 𝒚𝒛𝒕)𝒈(𝒕)𝒇(𝒛)𝒅𝒕𝒅𝒛
⬚

𝑮2
⬚

𝑮

⬚

𝑮
= 𝒇. (𝒈. 𝜱)  

 

   

 ((𝜱 + 𝝍). 𝒇)(𝒙, 𝒚) =  ∫ (𝜱 + 𝝍)(𝒛𝒙, 𝒚)𝒇(𝒛) 𝒅𝒛
⬚

𝑮
= ∫ 𝜱(𝒛𝒙, 𝒚)𝒇(𝒛) 𝒅𝒛

⬚

𝑮
+

∫ 𝝍(𝒛𝒙, 𝒚)𝒇(𝒛) 𝒅𝒛
⬚

𝑮
= (𝜱. 𝒇)(𝒙, 𝒚) + (𝝍. 𝒇)(𝒙, 𝒚) = (𝜱. 𝒇 + 𝝍. 𝒇)(𝒙, 𝒚) ⟹

(𝜱 + 𝝍). 𝒇 = 𝜱. 𝒇 + 𝝍. 𝒇     
  

 

(𝜱. (𝒇 + 𝒈))(𝒙, 𝒚) = ∫ 𝜱(𝒛𝒙, 𝒚)(𝒇 + 𝒈)(𝒛) 𝒅𝒛
⬚

𝑮
= ∫ 𝜱(𝒛𝒙, 𝒚)𝒇(𝒛) 𝒅𝒛

⬚

𝑮
+

∫ 𝜱(𝒛𝒙, 𝒚)𝒈(𝒛) 𝒅𝒛 =
⬚

𝑮
(𝜱. 𝒇)(𝒙, 𝒚) + (𝜱. 𝒈)(𝒙, 𝒚) = (𝜱. 𝒇 + 𝜱. 𝒈)(𝒙, 𝒚) ⟹

𝜱. (𝒇 + 𝒈) = 𝜱. 𝒇 + 𝜱. 𝒈   
  

(𝜱. (𝒇 ∗ 𝒈))(𝒙, 𝒚) = 

∫ 𝜱(𝒛𝒙, 𝒚)(𝒇 ∗ 𝒈)(𝒛) 𝒅𝒛 =
⬚

𝑮 ∫ 𝜱(𝒛𝒙, 𝒚) ∫ 𝒇(𝒕)𝒈𝒈(𝒕−1𝒛)𝒅𝒕
⬚

𝑮
𝒅𝒛

⬚

𝑮
=

∫ 𝜱(𝒛𝒙, 𝒚)𝒇(𝒕)𝒈(𝒕−1𝒛)𝒅𝒕𝒅𝒛
⬚

𝑮2  
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((𝜱. 𝒇). 𝒈)(𝒙, 𝒚) = ∫ (𝜱. 𝒇)(𝒛𝒙, 𝒚)𝒈(𝒛)𝒅𝒛 = ∫ ∫ 𝜱(𝒕𝒛𝒙, 𝒚)𝒇(𝒕)𝒅𝒕𝒈(𝒛)𝒅𝒛
⬚

𝑮

⬚

𝑮

⬚

𝑮
=

∫ 𝜱(𝒕𝒛𝒙, 𝒚)𝒇(𝒕)𝒈(𝒛)𝒅𝒕
⬚

𝑮2 𝒅𝒛  
 

𝒇𝒐(𝜱 + 𝝍))(𝒙, 𝒚) =  𝑻(𝒇. 𝑻(𝜱 + 𝝍))(𝒙, 𝒚) =  (𝒇. 𝑻(𝜱 + 𝝍))(𝒚, 𝒙) =

∫ 𝑻(𝜱 + 𝝍)(𝒚, 𝒙𝒛)𝒇(𝒛)𝒅𝒛
⬚

𝑮
= ∫ (𝜱 + 𝝍)(𝒙𝒛, 𝒚)𝒇(𝒛)𝒅𝒛

⬚

𝑮
=

∫ 𝜱(𝒙𝒛, 𝒚)𝒇(𝒛)𝒅𝒛 +
⬚

𝑮 ∫ 𝝍(𝒙𝒛, 𝒚)𝒇(𝒛)𝒅𝒛
⬚

𝑮
= ∫ 𝑻(𝜱)(𝒚, 𝒙𝒛)𝒇(𝒛)𝒅𝒛

⬚

𝑮
+

∫ 𝑻(𝝍)(𝒚, 𝒙𝒛)𝒇(𝒛)𝒅𝒛 = (𝒇. 𝑻(𝜱))(𝒚, 𝒙) + (𝒇. 𝑻(𝝍))(𝒚, 𝒙) =
⬚

𝑮

𝑻(𝒇. 𝑻(𝜱))(𝒙, 𝒚) + 𝑻(𝒇. 𝑻(𝝍))(𝒙, 𝒚) = (𝒇𝒐𝜱)(𝒙, 𝒚) + (𝒇𝒐𝝍)(𝒙, 𝒚) = (𝒇𝒐𝜱 +

𝒇𝒐𝝍)(𝒙, 𝒚)  ⟹  𝒇𝒐(𝜱 + 𝝍) = 𝒇𝒐𝜱 + 𝒇𝒐𝝍  
 ((𝒇 + 𝒈)𝒐𝜱)(𝒙, 𝒚) = 𝑻((𝒇 + 𝒈). 𝑻(𝜱))(𝒙, 𝒚) = ((𝒇 + 𝒈). 𝑻(𝜱))(𝒚, 𝒙) =

∫ 𝑻(𝜱)(𝒚, 𝒙𝒛)(𝒇 + 𝒈)(𝒛)𝒅𝒛
⬚

𝑮
= ∫ 𝜱(𝒙𝒛, 𝒚)(𝒇 + 𝒈)(𝒛)𝒅𝒛

⬚

𝑮
=

∫ 𝜱(𝒙𝒛, 𝒚)𝒇(𝒛)𝒅𝒛
⬚

𝑮
+ ∫ 𝜱(𝒙𝒛, 𝒚)𝒈(𝒛)𝒅𝒛

⬚

𝑮
= ∫ 𝑻(𝜱)(𝒚, 𝒙𝒛)𝒇(𝒛)𝒅𝒛

⬚

𝑮
+

∫ 𝑻(𝜱)(𝒚, 𝒙𝒛)𝒈(𝒛)𝒅𝒛
⬚

𝑮
= (𝒇. 𝑻(𝜱))(𝒚, 𝒙) + (𝒈. 𝑻(𝜱))(𝒚, 𝒙) =

𝑻(𝒇. 𝑻(𝜱))(𝒙, 𝒚) + 𝑻(𝒈. 𝑻(𝜱))(𝒙, 𝒚) = (𝒇𝒐𝜱)(𝒙, 𝒚) + (𝒈𝒐𝜱)(𝒙, 𝒚) = (𝒇𝒐𝜱 +

𝒈𝒐𝜱)(𝒙, 𝒚)  ⟹ (𝒇 + 𝒈)𝒐𝜱 = 𝒇𝒐𝜱 + 𝒈𝒐𝜱   
  

((𝜱 + 𝝍)𝒐𝒇)(𝒙, 𝒚) = 𝑻(𝑻(𝜱 + 𝝍). 𝒇)(𝒙, 𝒚) =  (𝑻(𝜱 + 𝝍). 𝒇)(𝒚, 𝒙) =

∫ 𝑻(𝜱 + 𝝍)(𝒛𝒚, 𝒙)𝒇(𝒛)𝒅𝒛
⬚

𝑮
= ∫ (𝜱 + 𝝍)(𝒙, 𝒛𝒚)𝒇(𝒛)𝒅𝒛

⬚

𝑮
=

∫ 𝜱(𝒙, 𝒛𝒚)𝒇(𝒛)
⬚

𝑮
𝒅𝒛 + ∫ 𝝍(𝒙, 𝒛𝒚)𝒇(𝒛)

⬚

𝑮
𝒅𝒛 = ∫ 𝑻(𝜱)(𝒛𝒚, 𝒙)𝒇(𝒛)

⬚

𝑮
𝒅𝒛 +

∫ 𝑻(𝝍)(𝒛𝒚, 𝒙)𝒇(𝒛)𝒅𝒛
⬚

𝑮
= (𝑻(𝜱). 𝒇)(𝒚, 𝒙) + (𝑻(𝝍). 𝒇)(𝒚, 𝒙) =

𝑻(𝑻(𝜱). 𝒇)(𝒙, 𝒚) + 𝑻(𝑻(𝝍). 𝒇)(𝒙, 𝒚) = (𝜱𝒐𝒇)(𝒙, 𝒚) + (𝝍𝒐𝒇)(𝒙, 𝒚) = (𝜱𝒐𝒇 +

𝝍𝒐𝒇)(𝒙, 𝒚)  ⟹  (𝜱 + 𝝍)𝒐𝒇 = 𝜱𝒐𝒇 + 𝝍𝒐𝒇     

 

(𝜱𝒐(𝒇 + 𝒈))(𝒙, 𝒚) = 𝑻(𝑻(𝜱). (𝒇 + 𝒈))(𝒙, 𝒚) =  (𝑻(𝜱). (𝒇 + 𝒈))(𝒚, 𝒙) =

∫ 𝑻(𝜱)(𝒛𝒚, 𝒙)(𝒇 + 𝒈)(𝒛)𝒅𝒛
⬚

𝑮
= ∫ 𝜱(𝒙, 𝒛𝒚)(𝒇 + 𝒈)(𝒛)𝒅𝒛 =

⬚

𝑮

∫ 𝜱(𝒙, 𝒛𝒚)𝒇(𝒛)𝒅𝒛
⬚

𝑮
+ ∫ 𝜱(𝒙, 𝒛𝒚)𝒈(𝒛)𝒅𝒛 = ∫ 𝑻(𝜱)(𝒛𝒚, 𝒙)𝒇(𝒛)𝒅𝒛

⬚

𝑮
+

⬚

𝑮

∫ 𝑻(𝜱)(𝒛𝒚, 𝒙)𝒈(𝒛)𝒅𝒛
⬚

𝑮
= (𝑻(𝜱). 𝒇)(𝒚, 𝒙) + (𝑻(𝜱). 𝒈)(𝒚, 𝒙) =

 𝑻(𝑻(𝜱). 𝒇)(𝒙, 𝒚) + 𝑻(𝑻(𝜱). 𝒈)(𝒙, 𝒚) = (𝜱𝒐𝒇)(𝒙, 𝒚) + (𝜱𝒐𝒈)(𝒙, 𝒚) =

(𝜱𝒐𝒇 + 𝜱𝒐𝒈)(𝒙, 𝒚) ⟹  𝜱𝒐(𝒇 + 𝒈) = 𝜱𝒐𝒇 + 𝜱𝒐𝒈  
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 (𝒇𝒐(𝒈𝒐𝜱))(𝒙, 𝒚) = 𝑻(𝒇. 𝑻(𝒈𝒐𝜱))(𝒙, 𝒚) = (𝒇. 𝑻(𝒈𝒐𝜱))(𝒚, 𝒙) =

∫ 𝑻(𝒈𝒐𝜱)(𝒚, 𝒙𝒛)𝒇(𝒛)𝒅𝒛
⬚

𝑮
= ∫ (𝒈𝒐𝜱)(𝒙𝒛, 𝒚)𝒇(𝒛)𝒅𝒛

⬚

𝑮
=

∫ 𝑻(𝒈. 𝑻(𝜱))(𝒙𝒛, 𝒚)𝒇(𝒛)𝒅𝒛
⬚

𝑮
= ∫ (𝒈. 𝑻(𝜱))(𝒚, 𝒙𝒛)𝒇(𝒛)𝒅𝒛

⬚

𝑮
=

∫ ∫ 𝑻(𝜱)(𝒚, 𝒙𝒛𝒕)𝒈(𝒕)𝒅𝒕𝒇(𝒛)𝒅𝒛
⬚

𝑮

⬚

𝑮
= ∫ 𝑻(𝜱)(𝒚, 𝒙𝒛𝒕)𝒈(𝒕)𝒇(𝒛)𝒅𝒕𝒅𝒛

⬚

𝑮2 =

∫ 𝜱(𝒙𝒛𝒕, 𝒚)𝒈(𝒕)𝒇(𝒛)𝒅𝒕𝒅𝒛
⬚

𝑮2  

 

((𝒇 ∗ 𝒈)𝒐𝜱)(𝒙, 𝒚) = 𝑻((𝒇 ∗ 𝒈). 𝑻(𝜱))(𝒙, 𝒚) = ((𝒇 ∗ 𝒈). 𝑻(𝜱))(𝒚, 𝒙) =

∫ 𝑻(𝜱)(𝒚, 𝒙𝒛)(𝒇 ∗ 𝒈)(𝒛)𝒅𝒛
⬚

𝑮
= ∫ 𝜱(𝒙𝒛, 𝒚)(𝒇 ∗ 𝒈)(𝒛)𝒅𝒛

⬚

𝑮
=

∫ 𝜱(𝒙𝒛, 𝒚) ∫ 𝒇(𝒕)𝒈(𝒕−1𝒛)𝒅𝒕
⬚

𝑮
𝒅𝒛

⬚

𝑮
= ∫ 𝜱(𝒙𝒛, 𝒚)𝒇(𝒕)𝒈(𝒕−1𝒛)𝒅𝒕𝒅𝒛

⬚

𝑮2  
 

((𝜱𝒐𝒈)𝒐𝒇)(𝒙, 𝒚) = 𝑻(𝑻(𝜱𝒐𝒈). 𝒇)(𝒙, 𝒚) = (𝑻(𝜱𝒐𝒈). 𝒇)(𝒚, 𝒙) =

∫ 𝑻(𝜱𝒐𝒈)(𝒛𝒚, 𝒙)𝒇(𝒛)𝒅𝒛
⬚

𝑮
= ∫ (𝜱𝒐𝒈)(𝒙, 𝒛𝒚)𝒇(𝒛)𝒅𝒛

⬚

𝑮
=

∫ 𝑻(𝑻(𝜱). 𝒈)(𝒙, 𝒛𝒚)𝒇(𝒛)𝒅𝒛
⬚

𝑮
= ∫ (𝑻(𝜱). 𝒈)(𝒛𝒚, 𝒙)𝒇(𝒛)𝒅𝒛

⬚

𝑮
=

∫ ∫ 𝑻(𝜱)(𝒕𝒛𝒚, 𝒙)𝒈(𝒕)𝒅𝒕𝒇(𝒛)𝒅𝒛
⬚

𝑮

⬚

𝑮
=

∫ 𝑻(𝜱)(𝒕𝒛𝒚, 𝒙)𝒈(𝒕)𝒇(𝒛)𝒅𝒕𝒅𝒛 =
⬚

𝑮2 ∫ 𝜱(𝒕𝒛𝒚, 𝒙)𝒈(𝒕)𝒇(𝒛)𝒅𝒕𝒅𝒛
⬚

𝑮2  

 

(𝜱𝒐(𝒇 ∗ 𝒈))(𝒙, 𝒚) = 𝑻(𝑻(𝜱). (𝒇 ∗ 𝒈))(𝒙, 𝒚) = (𝑻(𝜱). (𝒇 ∗ 𝒈))(𝒚, 𝒙) =

∫ 𝑻(𝜱)(𝒛𝒚, 𝒙)(𝒇 ∗ 𝒈)(𝒛)𝒅𝒛
⬚

𝑮
= ∫ 𝜱(𝒙, 𝒛𝒚)(𝒇 ∗ 𝒈)(𝒛)𝒅𝒛

⬚

𝑮
=

∫ 𝜱(𝒙, 𝒛𝒚) ∫ 𝒇(𝒕)𝒈(𝒕−1𝒛)𝒅𝒕
⬚

𝑮
𝒅𝒛

⬚

𝑮
= ∫ 𝜱(𝒙, 𝒛𝒚)𝒇(𝒕)𝒈(𝒕−1𝒛)𝒅𝒕𝒅𝒛

⬚

𝑮2  
         

 ∀𝜱 ∈ 𝑪0(𝑮 × 𝑮,
1

𝝎 × 𝝎
)  (𝒇. 𝜱)𝒐𝒈 = 𝒇. (𝜱𝒐𝒈)    (𝒇𝒐𝜱). 𝒈

= 𝒇𝒐(𝜱. 𝒈)   𝒇. (𝒈𝒐𝜱) = 𝒈𝒐(𝒇. 𝜱)   
((𝒇. 𝜱)𝒐𝒈)(𝒙, 𝒚) = 𝑻(𝑻(𝒇. 𝜱)𝒐𝒈)(𝒙, 𝒚) = 𝑻(𝒇. 𝜱)𝒐𝒈)(𝒚, 𝒙) =

∫ 𝑻(𝒇. 𝜱)(𝒛𝒚, 𝒙)𝒈(𝒛)𝒅𝒛 = ∫ (𝒇. 𝜱)(𝒙, 𝒛𝒚)𝒈(𝒛)𝒅𝒛 =
⬚

𝑮

⬚

𝑮

∫ ∫ 𝜱(𝒙, 𝒛𝒚𝒛)𝒇(𝒛)𝒅𝒛𝒈(𝒛)𝒅𝒛 = ∫ 𝜱(𝒙, 𝒛𝒚𝒛)𝒇(𝒛)𝒈(𝒛)𝒅𝒛
⬚

𝑮2
⬚

𝑮

⬚

𝑮
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(𝒇. (𝜱𝒐𝒈))(𝒙, 𝒚) = ∫ (𝜱𝒐𝒈)(𝒙, 𝒚𝒛)𝒇(𝒛)𝒅𝒛 = ∫ 𝑻(𝑻(𝜱). 𝒈)(𝒙, 𝒚𝒛)𝒇(𝒛)𝒅𝒛 =
⬚

𝑮

⬚

𝑮

∫ (𝑻(𝜱). 𝒈)(𝒚𝒛, 𝒙)𝒇(𝒛)𝒅𝒛 = ∫ ∫ 𝑻(𝜱)(𝒛𝒚𝒛, 𝒙)𝒈(𝒛)𝒅𝒛𝒇(𝒛)𝒅𝒛 =
⬚

𝑮

⬚

𝑮

⬚

𝑮

∫ ∫ 𝜱(𝒙, 𝒛𝒚𝒛)𝒈(𝒛)𝒅𝒛𝒇(𝒛)𝒅𝒛 = ∫ 𝜱(𝒙, 𝒛𝒚𝒛)𝒇(𝒛)𝒈(𝒛)𝒅𝒛 ⟹
⬚

𝑮2
⬚

𝑮

⬚

𝑮

 ((𝒇. 𝜱)𝒐𝒈)(𝒙, 𝒚) = (𝒇. (𝜱𝒐𝒈))(𝒙, 𝒚) ⟹  (𝒇. 𝜱)𝒐𝒈 = 𝒇. (𝜱𝒐𝒈)   

((𝒇𝒐𝜱). 𝒈)(𝒙, 𝒚) = ∫ (𝒇𝒐𝜱)(𝒛𝒙, 𝒚)𝒈(𝒛)𝒅𝒛 = ∫ 𝑻(𝒇. 𝑻(𝜱))(𝒛𝒙, 𝒚)𝒈(𝒛)𝒅𝒛 =
⬚

𝑮

⬚

𝑮

∫ (𝒇. 𝑻(𝜱))(𝒚, 𝒛𝒙)𝒈(𝒛)𝒅𝒛 = ∫ ∫ 𝑻(𝜱)(𝒚, 𝒛𝒙𝒛)𝒇(𝒛)𝒅𝒛𝒈(𝒛)𝒅𝒛 =
⬚

𝑮

⬚

𝑮

⬚

𝑮

∫ ∫ 𝜱(𝒛𝒙𝒛, 𝒚)𝒇(𝒛)𝒅𝒛𝒈(𝒛)𝒅𝒛 = ∫ 𝜱(𝒛𝒙𝒛, 𝒚)𝒇(𝒛)𝒈(𝒛)𝒅𝒛
⬚

𝑮2
⬚

𝑮

⬚

𝑮
  
 

(𝒇𝒐(𝜱. 𝒈))(𝒙, 𝒚) = 𝑻(𝒇. 𝑻(𝜱. 𝒈))(𝒙, 𝒚) =  𝒇. 𝑻(𝜱. 𝒈)(𝒚, 𝒙) =

∫ 𝑻(𝜱. 𝒈)(𝒚, 𝒙𝒛)𝒇(𝒛)𝒅𝒛 = ∫ (𝜱. 𝒈)(𝒙𝒛, 𝒚)𝒇(𝒛)𝒅𝒛 =
⬚

𝑮

⬚

𝑮

∫ ∫ 𝜱(𝒛𝒙𝒛, 𝒚)𝒈(𝒛)𝒅𝒛𝒇(𝒛)𝒅𝒛 = ∫ 𝜱(𝒛𝒙𝒛, 𝒚)𝒇(𝒛)𝒈(𝒛)𝒅𝒛
⬚

𝑮2  ⟹
⬚

𝑮

⬚

𝑮

 ((𝒇𝒐𝜱). 𝒈)(𝒙, 𝒚) = (𝒇𝒐(𝜱. 𝒈))(𝒙, 𝒚) ⟹  (𝒇𝒐𝜱). 𝒈 = 𝒇𝒐(𝜱. 𝒈)   
 

(𝒇. (𝒈𝒐𝜱))(𝒙, 𝒚) = ∫ (𝒈𝒐𝜱)(𝒙, 𝒚𝒛)𝒇(𝒛)𝒅𝒛 = ∫ 𝑻(𝒈. 𝑻(𝜱))(𝒙, 𝒚𝒛)𝒇(𝒛)𝒅𝒛 =
⬚

𝑮

⬚

𝑮

∫ (𝒈. 𝑻(𝜱))(𝒚𝒛, 𝒙)𝒇(𝒛)𝒅𝒛 = ∫ ∫ 𝑻(𝜱)(𝒚𝒛, 𝒚𝒙)𝒈(𝒛)𝒅𝒛𝒇(𝒛)𝒅𝒛 =
⬚

𝑮

⬚

𝑮

⬚

𝑮

∫ ∫ 𝜱(𝒙𝒛, 𝒚𝒛)𝒈(𝒛)𝒅𝒛𝒇(𝒛)𝒅𝒛 = ∫ 𝜱(𝒙𝒛, 𝒚𝒛)𝒇(𝒛)𝒈(𝒛)𝒅𝒛
⬚

𝑮2
⬚

𝑮

⬚

𝑮
  

 

(𝒈𝒐(𝒇. 𝜱))(𝒙, 𝒚) = 𝑻(𝒈. 𝑻(𝒇. 𝜱))(𝒙, 𝒚) = (𝒈. 𝑻(𝒇. 𝜱))(𝒚, 𝒙) =

∫ 𝑻(𝒇. 𝜱)(𝒚, 𝒙𝒛)𝒈(𝒛)𝒅𝒛 = ∫ (𝒇. 𝜱)(𝒙𝒛, 𝒚)𝒈(𝒛)𝒅𝒛 =
⬚

𝑮

⬚

𝑮

∫ ∫ 𝜱(𝒙𝒛, 𝒚𝒛)𝒇(𝒛)𝒅𝒛𝒈(𝒛)𝒅𝒛 = ∫ 𝜱(𝒙𝒛, 𝒚𝒛)𝒇(𝒛)𝒈(𝒛)𝒅𝒛
⬚

𝑮2  ⟹
⬚

𝑮

⬚

𝑮

 (𝒇. (𝒈𝒐𝜱))(𝒙, 𝒚) = (𝒈𝒐(𝒇. 𝜱))(𝒙, 𝒚)  ⟹   𝒇. (𝒈𝒐𝜱) = 𝒈𝒐(𝒇. 𝜱)   

𝑴(𝑮 دوگان عمل مدول از عمل ترکیب توابع در   × 𝑮, 𝝎 × 𝝎) 
𝑪0(𝑮در   𝒐دو گان عمل مدول از   × 𝑮,

1
𝝎×𝝎

)∗ =  𝑴(𝑮 × 𝑮, 𝝎 × 𝝎) آید. به دست می 

𝑻: 𝑪0(𝑮 × 𝑮,
1

𝝎×𝝎
)∗ ⟶ 𝑪0(𝑮 × 𝑮,

1
𝝎×𝝎

)∗  𝑻∗(𝜱) = 𝜱𝒐𝑻    

  𝒇𝒐𝒎 = 𝑻∗ (𝒇 . 𝑻∗ (𝒎))     𝒎𝒐𝒇 = 𝑻∗ (𝑻∗ (𝒎). 𝒇)  ∀𝒇 ∈ 𝑳1(𝑮, 𝝎)  

∀𝒎 ∈ 𝑴(𝑮 × 𝑮, 𝝎 × 𝝎) 
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𝑻∗(𝒇. 𝑻∗(𝒎))(𝜱) = (𝒇. 𝑻∗(𝒎)𝒐𝑻)(𝜱) = (𝒇. 𝑻∗(𝒎))(𝑻(𝜱))

= (𝒇. (𝒎𝒐𝑻))(𝑻(𝜱)) = (𝒎𝒐𝑻)(𝑻(𝜱). 𝒇) = 𝒎(𝑻(𝑻(𝜱). 𝒇))

= 𝒎(𝜱𝒐𝒇) = (𝒇𝒐𝒎)(𝜱)  ∀𝜱 ∈ 𝑪0(𝑮 × 𝑮,
1

𝝎 × 𝝎
) ⟹ 𝒇𝒐𝒎

= 𝑻∗ (𝐟 . 𝑻∗ (𝐦))       
𝑻∗(𝑻∗(𝒎). 𝒇)(𝜱) = (𝑻∗(𝒎). 𝒇𝒐𝑻)(𝜱) = (𝑻∗(𝒎). 𝒇)(𝑻(𝜱))

= ((𝒎𝒐𝑻). 𝒇)(𝑻(𝜱)) = (𝒎𝒐𝑻)(𝒇. 𝑻(𝜱)) = 𝒎(𝑻(𝒇. 𝑻(𝜱)))

= 𝒎(𝒇𝒐𝜱) = (𝒎𝒐𝒇)(𝜱)   ∀𝜱 ∈ 𝑪0(𝑮 × 𝑮,
1

𝝎 × 𝝎
)  ⟹  𝒎𝒐𝒇

= 𝑻∗(𝑻∗(𝒎). 𝒇)     
< 𝒇, 𝒉 >= 𝒉(𝒇) 

 

   آیند :ها به دست میفرمول های انتگرال برای دو مدول متفاوت عمل

(< 𝜱, 𝒇. 𝒎 >)(𝒙, 𝒚) = ((𝒇. 𝒎)(𝜱))(𝒙, 𝒚) = (𝒎(𝜱. 𝒇))(𝒙, 𝒚)

= (< 𝜱. 𝒇, 𝒎 >)(𝒙, 𝒚) = 

∫ (𝜱. 𝒇)(𝒙, 𝒚)𝒅𝒎(𝒙, 𝒚) = ∫ ∫ 𝜱(𝒛𝒙, 𝒚)𝒇(𝒛)𝒅𝒛𝒅𝒎(𝒙, 𝒚) =
⬚

𝑮

⬚

𝑮2
⬚

𝑮2

∫ 𝜱(𝒛𝒙, 𝒚)𝒇(𝒛) 𝒅𝒛 𝒅𝒎(𝒙, 𝒚)
⬚

𝑮3  
(< 𝜱, 𝒎. 𝒇 >)(𝒙, 𝒚) = ((𝒎. 𝒇)(𝜱))(𝒙, 𝒚) = (𝒎(𝒇. 𝜱))(𝒙, 𝒚)

= (< 𝒇. 𝜱, 𝒎 >)(𝒙, 𝒚) = 

∫ (𝒇. 𝜱)(𝒙, 𝒚)
⬚

𝑮2 𝒅𝒎(𝒙, 𝒚) = ∫ ∫ 𝜱(𝒙, 𝒚𝒛)𝒇(𝒛)𝒅𝒛𝒅𝒎(𝒙, 𝒚)
⬚

𝑮

⬚

𝑮2 =

∫ 𝜱(𝒙, 𝒚𝒛)𝒇(𝒛) 𝒅𝒛 𝒅𝒎(𝒙, 𝒚)
⬚

𝑮3  
(< 𝜱, 𝒇𝒐𝒎 >)(𝒙, 𝒚) = ((𝒇𝒐𝒎)(𝜱))(𝒙, 𝒚) = (𝒎(𝜱𝒐𝒇))(𝒙, 𝒚)

= (< 𝜱𝒐𝒇, 𝒎 >)(𝒙, 𝒚) = 

∫ (𝜱𝒐𝒇)(𝒙, 𝒚)𝒅𝒎(𝒙, 𝒚) = ∫ 𝑻(𝑻(𝜱). 𝒇)(𝒙, 𝒚)𝒅𝒎(𝒙, 𝒚) =
⬚

𝑮2
⬚

𝑮2

∫ (𝑻(𝜱). 𝒇)(𝒚, 𝒙)𝒅𝒎(𝒙, 𝒚) = ∫ ∫ 𝑻(𝜱)(𝒛𝒚, 𝒙)𝒇(𝒛)𝒅𝒛𝒅𝒎(𝒙, 𝒚) =
⬚

𝑮

⬚

𝑮2
⬚

𝑮2

∫ ∫ 𝜱(𝒙, 𝒛𝒚)𝒇(𝒙)𝒅𝒛𝒅𝒎(𝒙, 𝒚) = ∫ 𝜱(𝒙, 𝒛𝒚)𝒇(𝒛) 𝒅𝒛 𝒅𝒎(𝒙, 𝒚)
⬚

𝑮3
⬚

𝑮

⬚

𝑮2  
(< 𝜱, 𝒎𝒐𝒇 >)(𝒙, 𝒚) = ((𝒎𝒐𝒇)(𝜱))(𝒙, 𝒚) = (𝒎(𝒇𝒐𝜱))(𝒙, 𝒚)

= (< 𝒇𝒐𝜱, 𝒎 >)(𝒙, 𝒚) 
= ∫ (𝒇𝒐𝜱)(𝒙, 𝒚)𝒅𝒎(𝒙, 𝒚) = ∫ 𝑻(𝒇. 𝑻(𝜱))(𝒙, 𝒚)𝒅𝒎(𝒙, 𝒚) =

⬚

𝑮2
⬚

𝑮2

∫ (𝒇. 𝑻(𝜱))(𝒚, 𝒙)𝒅𝒎(𝒙, 𝒚) = ∫ ∫ 𝑻(𝜱)(𝒚, 𝒙𝒛)𝒇(𝒛)𝒅𝒛𝒅𝒎(𝒙, 𝒚) =
⬚

𝑮

⬚

𝑮2
⬚

𝑮2

∫ ∫ 𝜱(𝒙𝒛, 𝒚)𝒇(𝒛)𝒅𝒛𝒅𝒎(𝒙, 𝒚) = ∫ 𝜱(𝒙𝒛, 𝒚)𝒇(𝒛) 𝒅𝒛 𝒅𝒎(𝒙, 𝒚)
⬚

𝑮3
⬚

𝑮

⬚

𝑮2  
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< 𝜱, 𝒇. 𝒎 >=< 𝜱. 𝒇, 𝒎 >= ∫ 𝜱(𝒛𝒙, 𝒚)𝒇(𝒛) 𝒅𝒛 𝒅𝒎(𝒙, 𝒚)
⬚

𝑮3  

< 𝜱, 𝒎. 𝒇 >=< 𝒇. 𝜱, 𝒎 >= ∫ 𝜱(𝒙, 𝒚𝒛)𝒇(𝒛) 𝒅𝒛 𝒅𝒎(𝒙, 𝒚)
⬚

𝑮3  

< 𝜱, 𝒇𝒐𝒎 >=< 𝜱𝒐𝒇, 𝒎 >= ∫ 𝜱(𝒙, 𝒛𝒚)𝒇(𝒛) 𝒅𝒛 𝒅𝒎(𝒙, 𝒚)
⬚

𝑮3  

< 𝜱, 𝒎𝒐𝒇 >=< 𝒇𝒐𝜱, 𝒎 >= ∫ 𝜱(𝒙𝒛, 𝒚)𝒇(𝒛) 𝒅𝒛 𝒅𝒎(𝒙, 𝒚)
⬚

𝑮3  

  - دار شبهدارای یک تقریب همانی کران 𝑳1(𝑮)نامیم هرگاه  گروه می-𝐒𝐈𝐍را یک شبه   𝑮ما گروه  

به     𝑳1(𝑮)برای    (𝒆𝜶) دار  مرکز باشد به عبارتی اگر وجود داشته باشد یک تقریب همانی کران

 طوری که  

‖Ϭ𝒙𝒆𝜶 − 𝒆𝜶Ϭ𝒙‖ → 0  ∀𝒙 ∈ 𝑮 
 [11]  منابعپذیر هستند. های میانگینو گروه  𝐒𝐈𝐍های  ها ، گروهگروه-𝐒𝐈𝐍های بارز از شبه  نمونه 

  [15]توان در  ها را میگروه-𝐒𝐈𝐍را مشاهده نمایید. و علاوه بر این خصوصیات از شبه      [12] و

 مشاهده نمود. 

 باشد که    𝑮یک وزن بر   𝝎ی موضعی و گروه فشرده-𝐒𝐈𝐍یک شبه   𝑮 :  فرض کنید که    ۱-4لم  

𝝎(𝒆) = ,𝑳1(𝑮در این صورت  1 𝛚)  مرکزی است به طوری  -دار شبه دارای یک تقریب همانی کران

 که  

)4-۱(  𝒍𝒊𝒎
𝜶

(𝒆𝜶. 𝒎. 𝒆𝜶 − 𝒆𝜶𝒐𝒎𝒐𝒆𝜶) = 0  ∀𝒎 ∈ 𝑴(𝑮 × 𝑮, 𝝎 × 𝝎)        

دارای یک تقریب    𝐋1(𝑮)،     [ 15 قضیه ی 6.2 ]  گروه باشد بنابر- SINیک شبه    𝑮اگر  :  برهان  

 است که   (𝒆𝜶) دار شبه مرکزی مانند همانی کران

‖Ϭ𝒙𝒆𝜶 − 𝒆𝜶Ϭ𝒙‖1 → 0 

 آید و به دست می 𝑮ی  در زیر مجموعه های فشرده 𝒙حد یکنواخت برای 

𝑺𝒖𝒑𝒑(𝒆𝜶) → {𝒆} 

𝑺𝒖𝒑𝒑(𝒆𝜶) = {𝒃   𝒆𝜶(𝒃) ≠ 0}    
𝑺𝒖𝒑𝒑(𝒆𝜶) = 𝑬   𝒔. 𝒕   𝒆𝜶(𝑬𝑪) = 0   ∀𝑼  𝒆𝜶(𝑬 ⋂ 𝑼) = 0 ⟹   𝑬 ⋂ 𝑼 = ∅  

𝝎(𝒆) از این که   = ,𝐋1(𝑮یک تقریب همانی کران دار برای   (𝒆𝜶)تور    1 𝝎) .است 

 ‖Ϭ𝒙𝒆𝜶 − 𝒆𝜶Ϭ𝒙‖𝝎 → . فرض کنید که  𝑮در مجموعه های فشرده از    𝒙به طور یکنواخت برای   0

‖𝒆𝜶‖𝝎 ≤ 𝐜  برای هر𝜶  از این که 

𝑴(𝑮های بورل با تکیه گاه فشرده در  اندازه  × 𝑮, 𝝎 × 𝝎) 
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با    𝒎برای هر    )۱-4(چگال هستند در مرحله ثابت کردن اثبات این قضیه کافی است نشان دهیم  

𝑲تکیه گاه فشرده بر قرار است. فرض کنید که   = 𝒔𝒖𝒑𝒑(𝒎)    فشرده باشد. زیر گروه𝑯   از𝑮    را

که   مجموعه   𝑲طوری  می   °𝑯ی  زیر  دست  به  تور  باشد  صورت  این  در  در    (𝒎𝒊)آوریم. 

𝑳1(𝑮 × 𝑮, 𝝎 × 𝝎) 
 باشد   𝑯ی  زیر مجموعه 𝒔𝒖𝒑𝒑(𝒎𝒊)وجود دارد به طوری که    

𝒎𝒊‖𝝎×𝝎‖و ≤ ‖𝒎‖𝝎×𝝎  

𝑙𝑖𝑚   و  
𝑖

(𝑚𝑖) = 𝑚ی انبوه )انباشتگی( مانند . برای هر نقطه∗در توپولوژی ضعیف 

 Ϭ(x,y) ∈ 𝐿1(𝐺 × 𝐺, 𝜔 × 𝜔)    
∀𝜀 > 0 ∀𝜆 ∈ 𝑀(𝐺 × 𝐺, 𝜔 × 𝜔)  ∃𝜃 ∈ 𝐵(ɱ)  𝑠. 𝑡    𝑠𝑢𝑝𝑝𝜃 = 𝐾 ;  

∀𝑈     𝜃(𝐾 ∩ 𝑈) = 0  ⟹  𝐾 ∩ 𝑈 = ∅ ; 
  |𝜔 × 𝜔|𝜆| − 𝜃|(𝐺) < 𝜀   𝑖. 𝑒    

 |𝜔 × 𝜔|𝜆| − 𝜃| → 0  
 𝑓. Ϭ(𝑥,𝑦) − Ϭ(𝑥,𝑦)𝑜𝑓 = (𝑓. Ϭ𝑥 − Ϭ𝑥 . 𝑓)⨂Ϭ𝑦 

 

(𝑓. Ϭ(𝑥,𝑦) − Ϭ(𝑥,𝑦)𝑜𝑓)(𝛷(𝑠, 𝑡)) = ∫ 𝛷(𝑧𝑠, 𝑡)𝑓(𝑧)𝑑𝑧𝑑Ϭ(𝑥,𝑦)(𝑠, 𝑡)
⬚

𝐺3 −

∫ 𝛷(𝑠𝑧, 𝑡)𝑓(𝑧)𝑑𝑧𝑑Ϭ(𝑥,𝑦)(𝑠, 𝑡)
⬚

𝐺3 = ∫ [𝛷(𝑧𝑠, 𝑡) − 𝛷(𝑠𝑧, 𝑡)]𝑓(𝑧)𝑑𝑧𝑑Ϭ(𝑥,𝑦)(𝑠, 𝑡)
⬚

𝐺3 =

∫ [𝛷(𝑧𝑥, 𝑦) − 𝛷(𝑥𝑧, 𝑦)]𝑓(𝑧)𝑑𝑧
⬚

𝐺
  

 

((𝑓. Ϭ𝑥 − Ϭ𝑥 . 𝑓)⨂Ϭ𝑦)(𝛷(𝑠, 𝑡)) =  ∫ 𝛷(𝑠, 𝑡)𝑑((𝑓. Ϭ𝑥 − Ϭ𝑥 . 𝑓)⨂Ϭ𝑦)(𝑠, 𝑡)
⬚

𝐺2 =

∫ 𝛷(𝑠, 𝑡)𝑑(𝑓. Ϭ𝑥 − Ϭ𝑥 . 𝑓)(𝑠)𝑑Ϭ𝑦(𝑡)
⬚

𝐺2 = ∫ 𝛷(𝑠, 𝑦)𝑑(𝑓. Ϭ𝑥 − Ϭ𝑥 . 𝑓)(𝑠)
⬚

𝐺
=

∫ 𝛷(𝑠, 𝑦)(𝑓(𝑠𝑥−1) − 𝑓(𝑥−1𝑠))
⬚

𝐺
𝑑𝑠 = ∫ 𝛷(𝑠, 𝑦)𝑓(𝑠−1𝑥)

⬚

𝐺
𝑑𝑠 −

∫ 𝛷(𝑠, 𝑦)𝑓(𝑥−1𝑠)
⬚

𝐺
𝑑𝑠 = ∫ 𝛷(𝑠𝑥, 𝑦)𝑓(𝑠𝑥𝑥−1)

⬚

𝐺
𝑑𝑠 − ∫ 𝛷(𝑥𝑠, 𝑦)𝑓(𝑥−1𝑥𝑠)

⬚

𝐺
𝑑𝑠 =

∫ 𝛷(𝑠𝑥, 𝑦)𝑓(𝑠)
⬚

𝐺
𝑑𝑠 − ∫ 𝛷(𝑥𝑠, 𝑦)𝑓(𝑠)

⬚

𝐺
𝑑𝑠 = ∫ [𝛷(𝑠𝑥, 𝑦) − 𝛷(𝑥𝑠, 𝑦)]𝑓(𝑠)𝑑𝑠

⬚

𝐺
=

∫ [𝛷(𝑧𝑥, 𝑦) − 𝛷(𝑥𝑧, 𝑦)]𝑓(𝑧)𝑑𝑧
⬚

𝐺
  

 

 

𝑓𝑜Ϭ(𝑥,𝑦) − Ϭ(𝑥,𝑦)𝑜𝑓 = Ϭ𝑥⨂(𝑓. Ϭ𝑦 − Ϭ𝑦. 𝑓) 
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 (𝑓𝑜Ϭ(𝑥,𝑦) − Ϭ(𝑥,𝑦)𝑜𝑓)(𝛷(𝑠, 𝑡) = ∫ 𝛷(𝑠, 𝑧𝑡)𝑓(𝑧)𝑑𝑧𝑑Ϭ(𝑥,𝑦)(𝑠, 𝑡)
⬚

𝐺3 −

∫ 𝛷(𝑠, 𝑡𝑧)𝑓(𝑧)𝑑𝑧𝑑Ϭ(𝑥,𝑦)(𝑠, 𝑡)
⬚

𝐺3 = ∫ [𝛷(𝑠, 𝑧𝑡) − 𝛷(𝑠, 𝑡𝑧)]𝑓(𝑧)𝑑𝑧𝑑Ϭ(𝑥,𝑦)(𝑠, 𝑡)
⬚

𝐺3 =

∫ [𝛷(𝑥, 𝑧𝑦) − 𝛷(𝑥, 𝑦𝑧)]𝑓(𝑧)𝑑𝑧
⬚

𝐺
   

   

(Ϭ𝒙⨂(𝒇. Ϭ𝒚 − Ϭ𝒚. 𝒇))( 𝜱(𝒔, 𝒕)) = ∫ 𝜱(𝒔, 𝒕)𝒅(Ϭ𝒙⨂(𝒇. Ϭ𝒚 − Ϭ𝒚. 𝒇))(𝒔, 𝒕)
⬚

𝑮2 =

∫ 𝜱(𝒔, 𝒕)𝒅Ϭ𝒙(𝒔)𝒅(𝒇. Ϭ𝒚 − Ϭ𝒚. 𝒇))(𝒕)
⬚

𝑮2 = ∫ 𝜱(𝒙, 𝒕)𝒅(𝒇. Ϭ𝒚 − Ϭ𝒚. 𝒇))(𝒕)
⬚

𝑮
=

∫ 𝜱(𝒙, 𝒕)(𝒇(𝒕𝒚−1) − 𝒇(𝒚−1𝒕))𝒅𝒕
⬚

𝑮
= ∫ 𝜱(𝒙, 𝒕)𝒇(𝒕𝒚−1)𝒅𝒕

⬚

𝑮
−

∫ 𝜱(𝒙, 𝒕)𝒇(𝒚−1𝒕)𝒅𝒕
⬚

𝑮
= ∫ 𝜱(𝒙, 𝒕𝒚)𝒇(𝒕𝒚𝒚−1)𝒅𝒕

⬚

𝑮
− ∫ 𝜱(𝒙, 𝒚𝒕)𝒇(𝒚−1𝒚𝒕)𝒅𝒕

⬚

𝑮
=

∫ 𝜱(𝒙, 𝒕𝒚)𝒇(𝒕)𝒅𝒕
⬚

𝑮
− ∫ 𝜱(𝒙, 𝒚𝒕)𝒇(𝒕)𝒅𝒕

⬚

𝑮
= ∫ [𝜱(𝒙, 𝒕𝒚) − 𝜱(𝒙, 𝒚𝒕)]𝒇(𝒕)𝒅𝒕

⬚

𝑮
=

∫ [𝜱(𝒙, 𝒛𝒚) − 𝜱(𝒙, 𝒚𝒛)]𝒇(𝒛)𝒅𝒛
⬚

𝑮
        

 

 ∀𝒇 ∈ 𝑳1(𝑮, 𝝎)  ∀𝜱 ∈  𝑪0(𝑮 × 𝑮,
1

𝝎×𝝎
)        ‖𝜱‖ ≤ 1 

|< 𝜱, 𝒆𝜶. 𝒎. 𝒆𝜶 −  𝒆𝜶𝒐𝒎𝒐𝒆𝜶 >| ≤ |│ < 𝜱, 𝒆𝜶. (𝒎 − 𝒎𝒊). 𝒆𝜶 >| +

|< 𝜱, 𝒆𝜶𝒐(𝒎 − 𝒎𝒊)𝒐𝒆𝜶 >| + ‖(𝒆𝜶. 𝒎𝒊 − 𝒎𝒊𝒐𝒆𝜶). 𝒆𝜶‖ + ‖(𝒆𝜶𝒐𝒎𝒊 −

𝒎𝒊. 𝒆𝜶)𝒐𝒆𝜶‖ ≤ |< 𝒆𝜶. 𝜱. 𝒆𝜶, (𝒎 − 𝒎𝒊) >| + │ <  𝒆𝜶𝒐𝜱 𝒐𝒆𝜶, (𝒎 − 𝒎𝒊) > │ +

𝒄‖𝒎‖ 𝒔𝒖𝒑
(𝒙,𝒚)є𝑯

(‖Ϭ𝒙𝒆𝜶 − 𝒆𝜶Ϭ𝒙‖𝝎‖Ϭ𝒚‖
𝝎

) + 𝒄║𝒎║ 𝒔𝒖𝒑
(𝒙,𝒚)є𝑯

(‖Ϭ𝒙‖𝝎 ‖Ϭ𝒚𝒆𝜶 −

𝒆𝜶Ϭ𝒚‖
𝝎

)  

𝒍𝒊𝒎از این که  
𝒊

𝒎𝒊 = 𝒎 در توپولوژی ضعیف∗. 

|< 𝜱, 𝒆𝜶. 𝒎. 𝒆𝜶 −  𝒆𝜶𝒐𝒎𝒐𝒆𝜶 >| ≤ 𝒄‖𝒎‖  𝒔𝒖𝒑
(𝒙,𝒚)є𝑯

(‖Ϭ𝒙𝒆𝜶 − 𝒆𝜶Ϭ𝒙‖𝝎‖Ϭ𝒚‖
𝝎

) +

𝒄‖𝒎‖ 𝒔𝒖𝒑
(𝒙,𝒚)є𝑯

(‖Ϭ𝒙‖𝝎 ‖Ϭ𝒚𝒆𝜶 − 𝒆𝜶Ϭ𝒚‖
𝝎

)      ∀𝜱 ∈ 𝑪0(𝑮 × 𝑮, 𝝎−1 × 𝝎−1)  

‖𝜱‖ ≤ 1  ⟹ ‖𝒆𝜶. 𝒎. 𝒆𝜶 − 𝒆𝜶𝒐𝒎𝒐𝒆𝜶‖𝝎×𝝎 ≤ 𝒄‖𝒎‖ 𝒔𝒖𝒑
(𝒙,𝒚)є𝑯

(‖Ϭ𝒙𝒆𝜶 −

𝒆𝜶Ϭ𝒙‖𝝎‖Ϭ𝒚‖
𝝎

) + 𝒄‖𝒎‖ 𝒔𝒖𝒑
(𝒙,𝒚)є𝑯

(‖Ϭ𝒙‖𝝎 ‖Ϭ𝒚𝒆𝜶 − 𝒆𝜶Ϭ𝒚‖
𝝎

)      

 آید.به دست می (𝒆𝜶)و شرایط   𝑯فشرده بودن  ی نابه وسیله (۱-4)اکنون 
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 𝑮یک وزن بر    𝝎ی موضعی باشد و  گروه فشرده-𝐒𝐈𝐍یک شبه    𝑮: فرض کنید که    ۲-4ی  گزاره

𝝎(𝒆)باشد به طوری که   = 𝒍𝒊𝒎و    1
𝒙⟶∞

𝝎(𝒙)𝝎(𝒙−1) = ,𝐋1(𝑮اگر      ∞ 𝝎)    میانگین پذیر تقریبی

 باشد. دار میاه انقباض پذیر تقریبی کرانگ ندار باشد. آکران

,𝑳1(𝑮:  ریخت  برهان  𝛚)-  دو مدولᴨ̃   نماییم :  را به شکل زیر تعریف می 

ᴨ̃: 𝑴(𝑮 × 𝑮, 𝝎 × 𝝎) ⟶ 𝑴(𝑮, 𝝎)     < 𝜱, ᴨ̃ (𝒖) >= ∫ 𝜱(𝒙, 𝒚) 𝒅𝒖(𝒙, 𝒚)
⬚

𝑮2       

∀𝜱 ∈ 𝑪0(𝑮,
1

𝝎
)   𝒊. 𝒆    

1

𝝎
𝜱 ∈ 𝑪0(𝑮)   ∀𝒖 ∈ 𝑴(𝑮 × 𝑮, 𝝎 × 𝝎)     

𝒍𝒊𝒎از این که 
𝒙⟶∞

𝝎(𝒙)𝝎(𝒙−1) = یوسته است  پ   ∗یک ضعیف   ᴨ̃داریم که      [ 7 لم 3.8 ] از   ∞

 ، و توسیع این نگاشت است

ᴨ: 𝑳1(𝑮 × 𝑮, 𝝎 × 𝝎) ⟶  𝑳1(𝑮, 𝝎)  

,𝑳1(𝑮دوگان  باناخ   𝑲𝒆𝒓(ᴨ̃)لذا   𝝎)- .ی بنابر این مشتق پیوستهدو مدول است 

 𝑫: 𝑳1(𝑮, 𝝎) ⟶ 𝑲𝒆𝒓(ᴨ̃) ی  به وسیله𝑫(𝒇) = 𝒇. Ϭ(𝒆,𝒆) − Ϭ(𝒆,𝒆). 𝒇 شود پستعریف می 

𝑫: 𝑳1(𝑮, 𝝎) ⟶ 𝑲𝒆𝒓(ᴨ̃) 𝒔. 𝒕     𝑫(𝒇) = 𝒇. Ϭ(𝒆,𝒆) − Ϭ(𝒆,𝒆). 𝒇     
∀𝒇 ∈ 𝑳1(𝑮, 𝝎)       

𝑲𝒆𝒓(ᴨ̃) = {𝑼 ; ᴨ̃(𝑼) = 0} = {𝑼 ; ∀𝜱 ∈ 𝑪0(𝑮,
1
𝝎

)  (ᴨ̃(𝑼))(𝜱) =

∫ 𝜱(𝒙𝒚) 𝒅𝒖(𝒙, 𝒚)
⬚

𝑮2 = 0}  

     

ᴨ̃(𝑫(𝒇))(𝜱) = ∫ 𝜱(𝒙𝒚)𝑫(𝒇)(𝒙, 𝒚)
⬚

𝑮2 = ∫ 𝜱(𝒙𝒚)(𝒇. Ϭ(𝒆,𝒆) − Ϭ(𝒆,𝒆). 𝒇)(𝒙, 𝒚)
⬚

𝑮2 =

∫ 𝜱(𝒛𝒙𝒚)𝒇(𝒛)𝒅𝒛𝒅Ϭ(𝒆,𝒆)(𝒙, 𝒚)
⬚

𝑮3 − ∫ 𝜱(𝒙𝒚𝒛)𝒇(𝒛)𝒅𝒛𝒅Ϭ(𝒆,𝒆)(𝒙, 𝒚)
⬚

𝑮3 =

∫ 𝜱(𝒛𝒆𝒆)𝒇(𝒛)𝒅𝒛
⬚

𝑮
− ∫ 𝜱(𝒆𝒆𝒛)𝒇(𝒛)𝒅𝒛

⬚

𝑮
= 0 ⟹   𝑫(𝒇) ∈ 𝑲𝒆𝒓(ᴨ̃)  

∃𝒎 > 0   𝒔. 𝒕  ‖𝑼𝒊‖ =  𝒔𝒖𝒑
‖𝒇‖≤1

|𝒇𝒖𝒊 − 𝒖𝒊𝒇| < 𝒎    

این که   ,𝑳1(𝑮از  𝝎)  دار است.  میانگین پذیر تقریبی کران𝑫  دار است.  یک تقریب درونی کران

𝑴(𝑮از عناصر    (𝒖𝒊)مطمئن هستیم که تور   × 𝑮, 𝝎 × 𝝎)     و ثابت𝑪 > وجود دارند به طوری    0

 که  

ᴨ̃(𝒖𝒊) = Ϭ𝒆,   ‖𝒇𝒖𝒊 − 𝒖𝒊𝒇‖ ≤ 𝑪‖𝒇‖ ; ‖𝒇𝒖𝒊 − 𝒖𝒊𝒇‖ → 0    ∀𝒇 ∈ 𝑳1(𝑮, 𝝎)          
𝒇. Ϭ(𝒆,𝒆) − Ϭ(𝒆,𝒆). 𝒇 = 𝑫(𝒇) =  𝒍𝒊𝒎

𝒊
𝒇𝒖𝒊 − 𝒖𝒊𝒇 ⟹  𝒇. Ϭ(𝒆,𝒆) − Ϭ(𝒆,𝒆). 𝒇 =

𝒍𝒊𝒎
𝒊

𝒇𝒖𝒊 − 𝒖𝒊𝒇  
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𝑼(𝒊,𝜶) = 𝒆𝜶. 𝒖𝒊. 𝒆𝜶 , ᴨ(𝑼(𝒊,𝜶)) =  𝒆𝜶 ∗ 𝒆𝜶   ∀𝒊  𝑼(𝒊,𝜶) ∈  𝑳1(𝑮 × 𝑮, 𝝎 × 𝝎)       
𝒍𝒊𝒎      ( ۱-4بنا بر لم 

𝜶
(𝒆𝜶. 𝒖𝒊. 𝒆𝜶 − 𝒆𝜶𝒐𝒖𝒊𝒐𝒆𝜶) = 04-۲(  

 را انتخاب کنیم به طوری که   𝜶(𝒊)توانیم  ما می

 ‖𝒆𝜶. 𝒖𝒊. 𝒆𝜶 − 𝒆𝜶𝒐𝒖𝒊𝒐𝒆𝜶‖ ≤ 1  ∀𝜶 ≥ 𝜶(𝒊) .    
𝒇اگر   ∈ 𝑳1(𝑮, 𝝎) گاه آن 

𝒇. 𝑼(𝒊,𝜶)  −  𝑼(𝒊,𝜶). 𝒇 = 𝒇. (𝒆𝜶. 𝒖𝒊. 𝒆𝜶 − 𝒆𝜶𝒐𝒖𝒊𝒐𝒆𝜶) − (𝒆𝜶. 𝒖𝒊. 𝒆𝜶 − 𝒆𝜶𝒐𝒖𝒊𝒐𝒆𝜶). 𝒇 +

𝒇. (𝒆𝜶𝒐𝒖𝒊𝒐𝒆𝜶) − (𝒆𝜶. 𝒖𝒊. 𝒆𝜶). 𝒇      

)4-۳(                                       

 بنابر قانون جا به جایی  

𝒇. (𝒆𝜶𝒐𝒖𝒊𝒐𝒆𝜶) =  𝒆𝜶𝒐(𝒇. 𝒖𝒊)𝒐𝒆𝜶      ;        (𝒆𝜶𝒐𝒖𝒊𝒐𝒆𝜶). 𝒇 = 𝒆𝜶𝒐(𝒖𝒊. 𝒇)𝒐𝒆𝜶  

   ⟹ ‖𝒇𝑼(𝒊,𝜶) − 𝑼(𝒊,𝜶)𝒇‖ = ‖𝒇. (𝒆𝜶. 𝒖𝒊. 𝒆𝜶 − 𝒆𝜶𝒐𝒖𝒊𝒐𝒆𝜶) − (𝒆𝜶. 𝒖𝒊. 𝒆𝜶 −

𝒆𝜶𝒐𝒖𝒊𝒐𝒆𝜶). 𝒇 + 𝒇. (𝒆𝜶𝒐𝒖𝒊𝒐𝒆𝜶) − (𝒆𝜶. 𝒖𝒊. 𝒆𝜶). 𝒇‖ = ‖𝒇. (𝒆𝜶. 𝒖𝒊. 𝒆𝜶 −

𝒆𝜶𝒐𝒖𝒊𝒐𝒆𝜶)‖ + ‖−(𝒆𝜶. 𝒖𝒊. 𝒆𝜶 − 𝒆𝜶𝒐𝒖𝒊𝒐𝒆𝜶). 𝒇‖ + ‖𝒇. (𝒆𝜶𝒐𝒖𝒊𝒐𝒆𝜶) −

(𝒆𝜶. 𝒖𝒊. 𝒆𝜶). 𝒇‖ ≤ ‖𝒇‖𝝎 + ‖𝒇‖𝝎 + ‖𝒇. (𝒆𝜶𝒐𝒖𝒊𝒐𝒆𝜶) − (𝒆𝜶. 𝒖𝒊. 𝒆𝜶). 𝒇‖ ≤ (2 +

𝒄2𝑪)‖𝒇‖         

)4-۳(  

     ∀𝒇 ∈ 𝑳1(𝑮, 𝝎)   ∀𝜶 ≥ 𝜶(𝒊) ‖𝐞𝛂‖ ≤ 𝒄    
   (𝑼(𝒊,𝜶))از   (𝑼𝒋)شود که زیر تور  نشان داده می  )4-4(و    )۳-4(و    )۲-4(با کنار هم قرار دادن  

,𝑳1(𝑮   دار است برای  کران-قطر تقریبی ضربگر   (𝑼𝒋)وجود دارد به طوری که    𝝎)  و(ᴨ(𝒖𝒋))  

کران همانی  تقریب  برای  یک  ,𝑳1(𝑮 دار  𝝎)   پس ,𝑳1(𝑮است.  𝝎)  گزاره برهان (  ۱-۳ی  بنابر 

 دار است. انقباض پذیر تقریبی کران )۱=>۳
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 ساختارهای جبری .1

 ring — حلقه

 field — میدان

 vector space — فضای برداری

 homomorphism — همریختی

 
 ها و خواص جبری ویژگی  .2

 amenability — میانگین پذیری

 contractibility — پذیریانقباض

 quasi central — شبه مرکزی

 
 های ریاضیخواص و ویژگی  .3

 derivative — پذیرمشتق

 continuous — پیوسته

 bounded — دارکران

 compact — فشرده

 
 های مرتبطها و سازهتقریب .4

 inner approximate — تقریب درونی

 identity approximate — تقریب همانی

 symmetrical construction — متقارن ساز

 
 گیریتوپولوژی و اندازه .5

 topology — توپولوژی

 dimension — بعد

 measure — اندازه

 weight — وزن


